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V 0 R W 0 R T 

Im Sommer und Winter 1979 hielt ich im Nachdiplom-Zyklus der ETH und 

der Universit~t ZOrich, sowie im Rahmen des Troisi~me Cycle der West- 

schweizer-Universit~ten in Lausanne Vorlesungen Ober allgameine Relati- 

vit~tstheorie und relativistische Astrophysik. Der vorliegende Band 

enth~it die fast unver~nderten Notizan, die den Studierenden w~hrend 

der Kurse verteilt wurden, um ihnen das Mitschreiben zu ersparen. Bei 

deren Abfassung habe ich nicht an eine weitere Verbreitung gedacht° 

Positive Reaktionen yon verschiedener Seite, sowie eine Empfehlung v~n 

J. Ehlers, haben dazu gefOhrt, dass das Vorlesungsskriptum in die Lec- 

ture Note Serie aufgenommen wurde. (Den kosmologischen Tail habe ich 

allerdings weggelassen.) 

In Respektierung yon Sprachenminorit~ten wurden die sp~teren Teile ur- 

sprOnglich auf englisch verfasst. Auf Wunsch von Jo Ehlers habe ich die- 

se, allerdings mit betr~chtlicher Verz~gerung, mit einigen Aenderungen 

ins Deutsche zurOckObersetzt° 

Ich hoffe, damit einen kleinen Beitrag dazu geleistet zu haben, dass 

die allgemeine Relativit~tstheorie auch im deutschen Sprachraum wieder 

vermehrt gelernt und unterrichtet wirdo Es ist doch ziemlich grotesk, 

wenn ein ausgebildeter Physiker in der 2o H~lfte des 20. Jahrhunderts 

von dieser grossartigen Theorie und deren faszinierenden Anwendungen 

nicht mehr weiss als eine Katze vom Vaterunser. 

J. Ehlers danke ich for eine Reihe von wertvollen Verbesserungsvor- 

schl~gen° Meinen Mitarbeitern M° Camenzind, M. Schweizer und A. Wipf 

bin ich for viele Diskussionen und ihre Hilfe beim Korrekturenlesen zu 

grossem Dank verpflichtet. Danken m~chte ich auch G. Wanders for die 

Einladung, in Lausanne Vorlesungen zu halten° Mein Dank gilt ferner 

Frau D° Oeschger for ihre MBhe beim Tippen des Manuskripts und meiner 

Frau Maria for ihre Geduld. 
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TEIL 1 : 

DIFFERENTIALGEOMETRISCHE HILFSMITTEL 

DER ALLGEMEINEN RELATIVITAETSTHEORIE 

In diesem rein mathematischen Teil stellen wir die wichtigsten diffe- 

rentialgeometrischen Hilfsmittel der ART zusammen. 

Die folgende Darstellung entspricht einigermassen den heutigen Gebr~u- 

chen im Mathematik-Unterricht (ich werde abet zoB. auf die Benutzung 

yon FaserbBndeln verzichten). Die moderne differentialgeometrische 

Sprache und der intrinsische KalkOl auf Mannigfaltigkeiten haben sich 

in den letzten Jahren auch bei den "allgemeinen Relativisten" durchge- 

setzt und beginnen in LehrbOcher Ober ART einzudringen. Oies hat ver- 

schiedene Vorteile. Oazu geh~ren: 

(i) Es wird m~glich, die mathematische Literatur zu lesen und even- 

tuell for physikalische Fragestellungen nutzbar zu machen. 

(ii) Die grundlegenden Begriffe, wie differenzierbare Mannigfaltig- 

keit, Tensorfelder, affiner Zusammenhang, etc., erhalten eine klare 

(intrinsische) Formulierung. 

(iii) Physikalische Aussagen und Begriffsbildungen werden nicht durch 

Abh~ngigkeiten der Koordinatenwahl verdunkelt. Zugleich wird die Rolle 

der Koordinaten bei physikalischen Anwendungen gekl~rt. (Oiese lassen 

sich z.B° an intrinsische Symmetrien adaptieren.) 

(iv) Auch for praktische Rechnungen ist beispielsweise der ~ussere 

KalkOl for Differentialformen ein sehr kr~ftiges Hilfsmittel, welches 

oft schneller zum Ziele fOhrt als die ~iteren Methoden. 



~l. Differenzierbare Mannigfaltigkeiten 

Eine Mannigfaltigkeit ist ein topologischer Raum, der "lokal so aus- 

sieht" wie der ~mit der Oblichen Topologie. 

Definition l: Eine n-dimensionale topoloqische Manniqfaltigkeit Mist 

ein topologischer Hausdorff-Raum mit abz~hlbarer Basis der Topologie, 

dsr Iokal hom~omorph zum ~ist. Dis letzte Bedingung bedeutet, dass 

8s zu jedem Punkt ~ eine offene Umgebung ~ von ~ und einen 

Hom~omorphismus 

mit einer offenen Menge~C~ ~ gibt. 

Nur nebenbei erw~hnen wit, dass eine topologische Mannigfaltigkeit M 

auch die folgenden topologischen Eigenschaften hat: 

(i) M ist ~- kompakt 

(ii) M ist parakompakt und die Zahl der Zusammenhangskompo- 

nenten ist h~chstens abz~hlbar. 

Die Eigenschaft (ii) ist vor allem f~r die Integrationstheorie wichtig. 

(FOr einen Beweis siehe z.B. •2], Kap. II, ~ 15.) 

Definition 2: Ist M n sine topologische Mannigfaltigkeit und ~:3J~ p 

sin Hom~omorphismus einer offenen Teilmengs-L~M mit der offenen Teil- 

menge ~ ,  so heisst h sine Karte von M , und U das zugeh~rige 

Karten~ebiet. "Eine Menge von Karten L k ~ ~  wit Gebieten ~ heisst 

Atlas yon M , wenn ~.~J'~u~. Zu zwei Karten ~as~ sind auf dew 

Durchschnitt ihrer Gebiete ~:~/~.~ beide Hom~omorphismen ~s~ 

definiert, und man erh~lt daher einen Kartenwechsel ~als Hom~omor- 

phismus zwischen offenen Mengen des ~ durch das kommutative Diagramm: 

also wo 1otztere Abbildung dBfinisrt ist [Zeichne 
sins Figur.] Gelegentlich ist ee gOnstig, auch das Definitionsgebiet 

einer Abbildung, insbssondere einer Karts, mitzunotieren; wir schrei- 

ben dann ~)~L~ for die Abbildung ~: ~----~'~/. 



Definition 3: Fin Atlas einer Mannigfaltigkeit heisst differenzierbar, 

wenn alle seine Kartenwechsel differenzierbar sind. Dabei wollen wir 

der Einfachheit halber unter einer differenzierbaren Abbildunq des I~ ~- 

hier und im folgenden eine ~-Abbildung verstehen [d.h. eine Abbildung, 

deren s~mtliche partielle Ableitungen existieren und stetig sind]. Well 

for Kartenwechsel offenbar (wo die jeweiligen Abbildungen definiert 

sind) gilt: 

so sind auch die Invereen der Kartenwechsel differenzierbar, d.h. die 

Kartenwechsel sind Diffeomorphismen. 

Iet ~ ein differenzierbarer Atlas auf der Mannigfaltigkeit M , so 

enthalte der Atlas ~ genau alle jene Karten, for die jeder Karten- 

wechsel wit einer Karte awe ~ differenzierbar ist. Der Atlas ~CO~ 

ist dann ebenfalls differenzierbar, denn lokal kann man einen Karten- 

wechsel ~ in ~J~) als Zusammensetzung ~ o ~  von Karten- 

mit elmer Karte ~ schreiben, und Differenzierbarkeit wechseln 

ist sine lokale Eigenschaft. Oer Atlas ~ ist unter den differen- 

zierbaren Atlanten offenbar maximal: ~E~ kann nicht durch Hinzunahme 

weiterer Karten vergr~ssert werden und ist der gr~sste differenzierbare 

Atlas, der ~ enth~lt. So bestimmt jeder differenzierbare Atlas 

eindeutig einen maximalen differenzierbaren Atlas ~ ,  so dass 

; und ~ = ~ g e n a u  damn, wenn der Atlas~U~ differen- 

zierbar ist. 

Definition 4: Eins differenzierbare Struktur auf einer topologiechen 

Mannigfaltigkeit ist ein maximaler differenzierbarer Atlas. Eins diffe- 

renzierbare Manniqfaltiqkeit ist sine topologische Mannigfaltigkeit, 

zusammen mit einer differenzierbaren Struktur. 

Um eine differenzierbare Struktur auf einer Mannigfaltigkeit anzugeben, 

hat man einen differenzierbaren Atlas anzugeben. Diesen wird man im 

allgemeinen nicht maximal, sondern vielmehr m~glichst klein w~hlen. Von 

allen Kartsn und Atlanten einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit mit 

differenzierbarer Struktur ~ wollen wir fortan stillschweigend an- 

nehmen, dass sie in ~ enthalten sind° In der Bezsichnung schreiben 

wir kurz M , und nicht ~j~ for eine differenzierbare Mannigfaltig- 

keit. 

Beispisle: (a) M ~  ~ . Die Karte (H~) liefert einen Atlas und de- 

finiert die Obliche differenzierbare Struktur dee ~ . 



(b) Eine offene Teilmenge einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit be- 

sitzt eine offensichtliche differenzierbare Struktur. 

Definition 5: Eine stetige Abbildung ~ : ~ ~  zwischen zwei 

diffb. Mannigfaltigkeiten heisst differenzierbar im Punkte ~ ~, 

wenn for eine (und damit for jede .') Karte h :-~.___~p~.~t , ~ 
/ 

und ~ ~ ' V ' ~ { ~  ,von ~ bzw. von ~ die Zusammensetzung 

differenzierbar im Punkte - ~C~ -L~I ist; beachte, dass diese 

Abbildung in der Umgebung ~V~AT.T~ von k@~ definiert ist 

~mache eine Zeichnung]. Die Abbildung ~ heisst differenzierbar, 

wenn sie in jedem Punkte ~ differenzierbar iet. Mit andern Worten: 

~ e  ~-4 ist der "Koordinatenausdruck" von ~ bezOglich der Karten 

h und k , und for diesen ist klar, was differenzierbar bedeutet. 

Bemerkung: Die Identit~t und die Zusammensetzung von differenzierba- 

ren Abbildungen sind differenzierbar. Deshalb bilden die differenzier- 

baren Mannigfaltigkeiten eine Kategorie. 

8ezeichnunqen: Es sei C ~ ° ~  = Menge der diffb. Abbildungen ~--~. 
J 

Definition 5: Ein Diffeomorphismus ist eine diffb, bijektive Abbil- 

dung ~ , deren Inverse ~l ebenfalls diffb, ist. 

3ede Karte ~L~ ~-L7 !von M let ein Oiffeomorphismus zwischen 

und ~l , wo ~Z die Standardstruktur als offene Menge des I~ ~ tr~gt. 

Die Differentialtopologie handelt von Eigenschaften, die bei Anwendung 

von Diffeomorphismen unver~ndert bleiben. 

Nebenbemerkunq: Es ist eine sehr schwierige Frage, ob auf einer topo- 

Iogischen Mannigfaltigkeit sich zwei verschiedene differenzierbare 

Strukturen so einfOhren lassen, dass die entstehenden diffb. Mannig- 

faltigkeiten nicht diffeomorph sind. Man weiss z.B. (Kervaire + Milnor 

1963), dass die topologische ~ -Sphere genau 15 verschiedene, unter- 

einander nicht diffeomorphe Strukturen besitzt. 

Definition 7: Eine differenzierbare Abbildung ~ : ~  heisst eine 
t 

Immersion, falls in der Definition 5 die Karten ~:~--~.~JC~'.V-~P%/C~ 

so gew~hlt werden k~nnen, dace ~o~o~-~:~{V~----P~J die Inklusion ist, 

wenn ~ir ~ ale I~XOC~ ~ aoffaesen (s. FiO.~ 



..klV) 
R m 

hlU) 

Mit anderen Worten: In geeigneten Koordinaten lautet die Koordinaten- 

darstellung von ~ lokal: C~..2~ ~ ~C~..2X~O~..'O~. 

8em, erkungen: 

(i) Eine Immersion ist lokal in iektiv, sie braucht abet nicht 

(global) injektiv zu sein. 

(ii) Ist ~:~---~p~ sine injektive Immersion, so braucht 

~ ~ ~_~k~ kein Rom~omorphismus zu sein [uobei ~ 

die induzierte Topologis hat]. Ist ~ auch sin HomSomorphismus, 

so nennen wir ~ sine Einbettung. 

Oefinition 8: Seien ~ und ~ differenzierbare Mannigfaltigkeiten. 

heisst Untermanniqfaltiqkeit yon ~J , wenn 

(i) ~ (als Mengen) 

(ii) Die Inklusion ~---~p~ ist eine Einbettung. 

Bemerkun~: Die Begriffe Einbettung und Untermannigfaltigkeit warden 

in der Literatur nicht einheitlich gefasst. 

Da dis Inklusion i in der Oefinition 8 insbesondere eine Immersion 

ist, kann man nach Def. 7 um einen Punkt ~C.~ Karten ~ , f ~ ~  

und ~:'~J" ~V~ ~ so w~hlen, dass iokal i die Darstellung 

t~OC~..~X~~C@~-2~..o ~ hat. Oa ~ die induzierte Topologie 
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hat (i ist sine Einbettung, d°h. insbesondere sin HomUomorphismus), 

so hat'~ die Form ~ . ~ ~  , wobei~ sins offens Umgebung von 

in ~ ist. Beschr~nken wir die Karts ~ auf das Kartengebiet ~Al:~¢~'~ 

so sehen wit, dass 

~n~=~.~wl ~c~ ~ ~ oc_~ ~ 

R n-m 

k(W} 
~ R m 

~ k(WNM) 

Man sagt dafBr kurz: Die Untermannigfaltigkeit ~ liegt in ~ lokal 

wis ~ in ~ C~<~ • 

Zu zwei differenzierbaren Mannigfaltigkeiten ~4~ und ~ kann man die 

Produktmannigfaltigkeit ~M~ bilden. Der unterliegends topologische 

Raum ist das kartesische Produkt der beiden topologischen R~ume. Die 

differenzierbare Struktur ist wie folgt definiert: Sind ~ ~ . t  , 

~----ip'~ t Karten von ~ und ~ , so ist 

kxk:~x~ _-- ~v'c R~le~=d ""~ 

sine Karte von ~X~ und dis Menge all dieser Karten definiert die 

differenzierbare Struktur yon ~X ~ . 
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~2. Tangentialvektoren, Vektor- und Tensorfelder 

In jedem Punkt p einer diffb. Mannigfaltigkeit M l~sst sich sin li- 

nearer Raum, der sogenannte Tangentialraum -~'~ einfOhren° Usher 

jedem dieeer R~ume k6nnen wir Tensoren betrachten. 

W~hlen wir in differenzierbarer Weiss zu jedem ~ einen Tensor 

won sinew festen Typ 6bet ~ ( ~  , so erhalten wir elm Tensorfeld 

vom betreffenden Typ. 

2.1. Der Tangentialraum 

Bevor wir den Tangentialraum definieren, fehren wir einige Begriffe 

ein. Wit betrachten dazu fer zwei diffb. Mannigfaltigkeiten M und N 

die Menge der differenzierbaren Abbildungen 

~(P I ~ ~ ~ ~ , f~r eine Umgebung~ won ~-I~ 

und fBhren die folgende Aequivalenzrelation ein: 

(~ ~ CI~ es gibt eine UmgebungV von ~ , 

so dass ~ 

Definition l: Eine Aequivalenzklasse dieser Relation heisst Keim einer 

Abbildung ~ um ~E~ - Wir bezeichnen einen durch ~ repr~sen- 

tierten solchen Keim durch ~: ~#~---~p ~ , oder auch ~ : 

(~j~ ~ (~, wenn ~ ~ ist. Funktionskeime lassen sich 

in offensichtlicher Weiss zusammensetzen (mit Hills Yon Repr~sentanten). 

Ein Funktionskeim ist sin differenzierbarer Keim E~j~B >~o Die 

Menge aller Funktionskeime um ~ sei wit ~ bezeichnet° 

~p~ hat die Struktur einer reellen Algebra, wenn die Operationen in 

naheliegender Weiss mit Repr~sentanten definiert warden. Ein differen- 

(~definiert durch Zusammsnsetzen den zierbarer Keim ~ " (~#~ 

Homomorphismus von Algebren 

Es gilt (2) 

Ist ~ insbesondere ein invertierbarer Keim: ~ @ ~ ~  so folgt 

(~ 0"(~-~¢ ~ ~ d.h. ~ ist ein Isomorphismuso 

FOr jeden Punkt ~-~ einer diffb. Mannigf. ~ definiert sine Karts 

h um p einen invertierbaren Keim ~:~j~ ~-- ~;@~ , also 

einen Isomorphismus 



---- ~r~ ) ~- = Menge der Keime C~O~ ~ I~. 

Nun geben wir drei ~quivalente Definitionen des Tangentialraumes in ei- 

nem Punkt ~E~ . Zwischen diesen soll man sich frei bewegen kSnnen. 

8esonders hantlich ist die "Definition des A19ebraikers": 

Definition 2: Oer Tangentialraum -~p(J4~ der differenzierbaren Mannigf. 

M im Punkte p ist der reelle Vektorraum der Derivationen von ~ .  

Eine Derivation yon ~-~ ist eine lineare Abbildung ~'. ~(@~ ~j 

welche die Produktregel 

erfOllt. Ein differenzierbarer Kei, G:~h,~C~A) , also insbeson- 

dere eine differenzierbare Abbildung (@:~~, induziert einen Alge- 

brenhomomorphismus ~:~---~, und damit die lineare Tangential- 

abbildunq (das Differential) von @ in p : 

X  Xo@ • 

Es ist offensichtlich, dass die Derivationen einen Vektorraum bilden. 

Aus der Produktregel folgt ferner X(A~(4-4~(~+~(4~ ~ X~4~=Op 

for die konstante Funktion mit dem Wert 1 . Wegen der Linearit~t folgt 

daraus ~(.¢-~ 0 for jede Konstante c . 

Die Definition des Differentials bedeutet for einen Keim ~:C~--JP-~ 

Daraus, oder aus (2) folgt for eine Zusammensetzung 

die Funktoreigenschaft 

(61 

der Tangentialabbildung. Die Linearit~t der Tangentialabbildung folgt 

direkt aus der Oefinition. 

Ist nun ~:~)@~ ~I~W)@~ Keim einer Karte, so ist die induzierte 

Abbildung ~'~w ~ eine Isomorphie, daher auch die Tangential- 

abbildung "~pk,' TI~J ~ '~o~ W . Um den letzteren Vektorraum zu be- 

schreiben, maohen wit Gebrauch yon folgendem 



Lemma I: Sei~J eine offene Kugel um den Ursprung yon ~M oder ~ 

selbst, und ~--~1~eine differenzierbare Funktion, dann existieren 

differenzierbare Funktionen ~...) ~ ~ ~ ~ , so dase 

#.c x 
Z : l  

Beweis: 
4 

4 

ten wobei~& die partielle Ableitung nach der i 

Die Behauptung folgt also for 
4 

Variablen bezeichnet. 

Oerivationen yon ~. sind die partiellen Ableitungen im Null- Spezielle 

punkt 

Folqerung: Oie ~j~-4,..~ bildan eine Basis des Vektorraumes 

"~o~ der Oerivationen von ~w." 

Bevels: (a) Lineare Unabh~ngigkeit: Ist die Derivation ~ ~  O~ 

so erh~lt man durch Anwendung auf den Keim ~ der j-ten Koordinaten- 

funktion 

for alle j ; d.h. die ~/~X ~- sind linear unabh~ngig. 

b) Sai n~ X~ro~ ~. wit eetzeo ~ X ~ 3  ~nd zeiga~ 

X = ~[ O/~x~ 

Dazu bilden wir die Derivation ~', ~ ~--~(~l~ und notieren 

zuerst ~.~ ~ O (nach Konstruktion) fBr jede Koordinatenfunktion 

X ~ . Ist nun ~ ~wc irgendein Funktionskeim, so let dieser nach 

den Lemma 1 yon der Form ~_ ~ - ~  ~ und folglich gilt 

naoh der Produktregel 
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B emerkunq. Oie Dimension des Tangentialraumes einer n-dimensionalen 

diffb. Mannigfaltigkeit ist nach dem bewiesenen gleich n , woraus 

folgt, dass die Dimension eindeutig definiert ist. jim topologischen 

Fall ist dies auch wahr, aber nioht so einfaoh zu sehen.] 

Nach EinfOhrung lokaler Koordinaten ~@~... z ~ um den munkt ~M 

k6nnen wit auch die Vektoren in " ~  explizit als Linearkombina- 

tionen der ~/z~ angeben. Verm~ge des Isomorphismus ~%'~--~'~ 

fassen wir ~ auch als Elements won ~ auf; nach (5) ist for 

sin ~ ~ wit dieser Auffassung 

Koordinatendarstellung von f 

Ist ~: ( N~l~'l ~_ ~'~ sin differenzierbarer Keim, und 

fOhren~ wir auoh um ~ lokale~ Koordinaten ~#a ..,./.~t~. ein, so l~sst sich 

als Keim ~I~@~----~-(I~;0~ ausdrOcken, den ~r auch einfach mit 

bezeiohnen : 

"} C o> 

Die Tangentialabbildung ~ bereohnet sich folgendermassen: 

Ist ~ ~Lt ' so gilt nach (5) und der Kettenregel [wit setzen 

~O~...x") -: C ~c~ .v~"~  .... @ ~ - . ~  ~"~ "~ 

C@x~ c5~ c5~ ~ 

Also 

(7) 

Die Matrix 
I 

(o) 

ist die 3acobimatrix der Abbildung ~ . 

Wir k6nnen das Ergebnis (7) auch so schreiben: Ist ~r~ ~ / ~ i  
J 



so iet ~ ~ = ~ ~ e/~ ~, 
wobei 

.~ ='~@o. c~ (9) 

Wit fassen zusammen: 
4 Satz l: F~hrt man um ~ l  und ~E~4 ~ lokale Koordinaten [X,..~X~ 

bzw.~@4r-,~) ein, so bilden die 0erivationen ~/~ bzw.¢)/~4 Vek- 

torraumbasen., von-~k3 und-~ , und die Tangentialabbildung eines Kei- 

wee ~'~4j~-~)~> ist bezOglich dieser Basen durch 

gegeben. 

Nun kommen wir zur "Definition des Physikers". 

Diese benutzt den Satz 1 als Ausgangspunkt. Etwas kurz wird dabei ge- 

sagt: "Ein kontravarianter Vektor ist ein reelles n-Tupel, das sich 

durch Anwenden der 3acobimatrix transformiert". Wir wollen dies pr~zi- 

sieren. 

Sind ~)~: ~kJ2@ ~ ~ O ~  Keime yon Karten, so ist der Karten- 

wechsel ~'=~o~-4:~I~0~ ~ ein invertierbarer differenzier- 

barer Keim. Die s~mtlichen invertierbaren Keime ~I~@~ ~I~o~, also 

alle mSglichen Kartenwechsel, bi]den unter der Zusammensetzung eine 

Gruppe G , und es gibt zu zwei Kartenkeimen ~ genau elm ~E~j 

so dass ~o~= ~ . 3edem~C~s% ordnen wir die 3acobimatrix ~)~o 

im Ursprung zu. Dadurch ist ein Homomorphismus yon Gruppen, 

von ~ in die lineare Gruppe der invertierbaren Matrizen definiert. 

Damit kSnnen wir nun die "Definition des Physikers" pr~zise formulieren. 

Definition 3: Ein Tangentialvektor im Punkte ~)~ ist eine Zuord- 

hung, die jedem Kartenkeim ~:~KJ)~ ~I~O~ um ~_~ einen Vektor 

~___ ~).: ~...,O.U.~ ~ ~,U. so zuordnet, dass dem Kartenkeim ~-~ 

der Vektor~o-~)" entspricht. 

8ezeichnen wit also mit ~p die Menge der Keime von Karten 

~'. ~4~ ~ (IR:O~ so ist der Tangentialraum des Physikers 

T~b~%~%. gleich der menge der Abbildungen 

q.~: ~ -.~ ~½ , fur die 

. X { o - ~  = "a~.. ~ 0  , fo~ alle ~ ~,. 

Oiese Abbildungen bilden einen Vektorraum, weil'~)~ eine lineare Ab- 

bildung ist. FOr eine feste Karte ~ kann man den Vektor ~ 

offensichtlich beliebig w~hlen, und dadurch ist die Wahl auf allen 

anderen Kartenkeimen festgelegt; der Vektorraum -~j~. ist isomorph 
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zu . Ein Isomorphismus ist durch die Wahl eines lokalen Koordina- 

tensystems gegeben. Dar kanonische Isomorphismus 

mit dam algebraisch definierten Tangentialraum (Def. 2), ordnet bei ge- 

gebener Karte ~ ~ ..... ~-~ '.(~ =~1~ ~0~ der Derivation ~-~(~ 

den Vektor ~X~@)~-.~)~ ~ zu. Die Komponenten dieees Vektors 

sind gerade die Koeffizienten von ~ bazOglich der Basis ~/~ ;sie 

werden bei Kartenwechsel nach (9) mit der 3acobimatrix transformiert. 

Am anschaulichsten ist die "Definition des Geometers". 

Sis identifiziert Tangentialvektoren mit "Geschwindigkeitsvektoren" von 

Bahnen durch den Punkt p in diesem Punkt. 

Definition 4: 

dungen 

Auf der Mange ~ der Keime differenzierbarer Abbil- 

[Wege dutch p] erkl~ren wir die Aequivalenzrelation ~ %~" 

for jeden Funktionskeim ~ ~  ist 

(lO) 

Eine Aequivalenzklasse ~W~ dieser Relation ist ein Tan~entialvektor 

im Punkte p . 

Zuei Wegkeime definieren genau dann den gleichen Tangentialvektor, 

wenn sis die gleiche "Ableitung von Funktionen in Richtung der Kurve" 

definieren. 3eder Aequivalenzklaese E~] ist damit eindeutig die fol- 

gende Derivation ~W von l~(ll') zugeordnet: 

Die Zuordnung d e f i n i e r t  e ine  i n j e k t i v e  Abb i ldung  

der  Menge der A e q u i v a l e n z k l a s s e n  yon Wegkeimen i n  den Tangen t i a l r aum.  

Diese Abbildung ist auch surjektiv, denn ist in lokalen Koordinaten 

NatOrlich ist ~ .  genau dann, wenn for sin lokales Koordinaten- 

system Ca/a   
Die Tangen t i aZabb i l dung  i s t  i n  d i e s e r  geomet r i schen D e f i n i t i o n  sehr  an-  

schaulich: Ein Keim ~:C~p~ ~ C~,~ induziert die Abbildung 
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Dass diese Definition der Tangentialabbildung mit derjenigen in Def. 2 

vertr~glich ist, zeigt die Gleichung (benutze (5)): 

d°h.  

Im folgenden werden wit zwischen den verschiedenen Definitionen des 

Tangentialraumes nicht mehr unterscheiden, sondern je nach Zweckm~ssig- 

keit die eine oder andere benutzen. 

Oefinition 5: Der Rang einer differenzierbaren Abbildung @ : 

~-----~ im Punkte ~ ist die Zahl 

~ " = Rang ~ T p ~  

Bemerkung: Der Rang einer Abbildung ist unterhalbstetig: Ist 

- ~  ~ j~ , so gibt es eine Umgebung~J - yon p , so dass 

~ I  qP: ' / ' ~  fo r  a l l e  ~el~ . 
Beweis: Wit w~hlen Karten und betrachten die Jacobimatrix~@ ~ welche 

zu @ gehSrt, in der Umgebung pe~/C~ ~ . Die Komponenten dieser 

Matrix beschreiben eine differenzierbare Abbildung "V-------q~ ~'~ 

~ ~9@/~ (~3 • Well ~ = ~ , gibt es eine *X~ - Unter- 

matrix von~p (ohne Beschr~nkung der Allgemeinheit die ersten ¢ Zei- 

len und Spalten), deren Determinante im Punkte p nicht verschwindet. 

Deshalb verschwindet die Abbildung 

: ~]X@~ : ;- Untermatrix ~ Determinante 

im Punkte p nicht, also auch nicht in einer Umgebung yon p ; der 

Rang kann also dort nicht fallen.~ 

Meistens definiert man eine Immersion wie folgt: 
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Definition 5: Eine differenzierbare Abbildung ~ ~ ~ heisst 

sine Immersion, wenn ~ ~ ~  , for alle ~-~. 

Man kann zeigen, dass diese Definition mit derjenigen im ~l (Def. 7) 

~quivalent ist. Dies ist der Inhalt des sog. Rangsatzes, welchar sei- 

nerseits auf dem Satz Ober die Umkehrfunktion beruht [siehe z.B. [5], 

p. 55]. 

2.2. Vektorfelder 

Ordnen wir jedem Punkt p einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit ei- 

nan Tangentialvektor Y ~ E ~  zu, so nennen wir die Zuordnung ~ ~ 

~ ~ ~  ein Vektorfeld auf ~. 

8azeichnen (~ .... ~) lokale Koordinaten auf einer offenen menge~ 

yon ~ , so kann ~p in jedem Punkt ~ eindeutig wie folgt darg~- 

stellt uerdan: 

Die n Funktionen ~C~=~la-.~ auf'U sind die Komponenten yon X 

bazOglich des lokalen Koordinatensystems ~.°~ ..-yX~. Betrachten wir 

ein zwaitaa lokales Koordinatensystem auf~ , und sind ~i die Kompo- 

na tan  on× bazOgli h so haban oaoh den E gabnissen 

yon ~2.1 

t l  
(12) 

Oaraus folgt: Die Aussage, dass die Komponenten yon ~ stetig oder yon 

der Klaase C ~ bei einem Punkt sind, h~ngt nicht vom lokalen Koordina- 

tensystem ab. Falls ~ stetig oder vonder Klasse C m in jedem Punkt 

yon ~ ist, sagen wit, das Vektorfeld sei stetig oder vonder Klasse 

C ~ auf ~ . 

Im weiteren betrachten wir nut ~°~-Vektorfelder (falls nioht ausdrOck- 

lich das Gegenteil gesagt wird) und bazeichnen die Mange dieser Felder 

nit ~(M]. ~-CH~ oder ~ ( ~  bezeichne wie frOher dis Menge dar ~-- 

Funktionen auf ~ . 

FOr X~y~4~ und ~(~) definieran die Zuordnungen 

naue Vektorfelder auf ~ . Wit bazeichnen diese mit ~ und~ . 

Es gelten die folgenden Regeln: Falls ~i~4~ und ~ y ~ C ~ )  

dann 
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FOr X ~ ( - } - ( 3  , ~'~'~.I';4. 3 d e f i n i e r e n  wi r  die runk t ion  X~ auf N dutch 

In loka len Koordinaten i s t  

wo ~& ~ Funktionen sind° Da 

folgt, dass ~ wieder eine ~o_ Funktion ist. 

~ ist die Ableitunq won ~ wit dem Vektorfeld ~. 

Es gelten die folgenden Regeln 

In algebraischer Sprache: ~ let ein Modul Ober der assoziativen 

Alqebra ~Ck~° 

Setzen wir 

so ist~ eine Derivation der Algebra ~I. 

Man kann beweisen [siehe [6], p. 73], dass umgekehrt jede Derivation 

von~von der Form~ X for ein Vektorfeld ~ ist. 

Mit zwei Oerivationen~D A und ~ einer Algebra ~ ist auch der Kom- 

mutator ~'~As'~ : 

J 

eine Derivation, wie man leioht naohrechnet. 

Dieser iat schief 

und erfOllt die 3acobi Identit~t 

~'~A~~ ~ + zyklisch = 0 

Diese Bemerkung legt es nahe, den Kommutator zweier Vektorfelder .~ 

und y zu definieren 
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Man bewsist leicht dis Regsln 

M i t  dem Kommutator P roduk t  b i l d e n  d i e  V e k t o r f e l d e r ~ ( ~ 4 )  o f f e n s i c h t l i c h  

s i ne  ~ - L ie  A l q s b r a .  

I n  l o k a l e n  K o o r d i n a t e n  s e i  

Man finder leicht 

(14) 

2.3. Tensorfelder 

Im folgenden setzen wir die multilinaare Algebra im Umfang voraus, wie 

wir sis etwa in der SRT ausgefOhrt haben (siehs Skriptum, ~ II.8). 

Neben dam Tangentialraum~_~ in sinem Punkt ~ betrachten wit 

auch den dualen Raum -~;C~ (= Kotangentialraum). 

Sei ~ sins differenzierbare Funktion, welchs auf einer of renan Mange 

~c~ dsfinisrt iat. rot e~Z , -nd sin bsUsbiges ~E-rp[k) 

setzen wit 

Cd?) v, : = (is) 

Die Abbildung (~)~ :-~p~%4"~---~I~ ist offensichtlich linear, also ist 

( ~ E - ~ .  Die lineare Funktion C4~ ist das Oiffsrential (Gradient) 

yon ~ im Punkte p . 

FOr sin lokales Koordinatsnsystem (x I ,...x n) in einer Umgebung yon p 

gilt 

qx ~ (16) 

Speziell ist for die Komponentenfunktion X~, ~ t ~ X~C~ h 
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%x~ ~ 

d.h. ~ C ~ ) p ,  .... )C~X~.~ ist eine Basis von - ~ C ~  
z u r Ba s is ~ I ~ ) ~ . .  0 ~  ~ v o n ~ is t .  
Wir kSnnen t(~(r)~, als Linearkombination der ~,¢I.X,J')~ schreiben: 
C~ ~p : ~C&X~ )~ . Nun gilt 

Na~h ( ~ )  ~st desha~b "X~=%_~Ce') und ~ r  haben 

Es seien 

(17) 

welche dual 

(19) 

%f-J~)~ : Menge der Tensoren vom Typ (~)~) Ober "~C~4~ 
(r-fach kontravariantp s-fach kovariant) 

Ordnen wit jedem ~ einen Tensor ~ ~ i  zu, so ist die Zuord- 

nung t : ~ ~ p  ein Tensorfeld vom Typ (r~s). 

Oie algebraischen Operationen yon Tensorfeldern sind punktweise defi- 

niert; z.B. ist die $umme zweier Felder vom gleichen Typ definiert 

dutch C~-:~ '. ~4- ~ 

Ebenso definiert man Tensorprodukte von Feldern, sowie Kontraktionen. 

Ein Tensorfeld t kann man auch mit einer Funktion ~[~ multiplizie- 

man 

Die Menge ~(~) yon Tensorfeldern vom Typ (r,s) wird damit zu einem 

~Ch3 - Modul. 

In einer Koordinatenumgebung~ mit Koordinaten (~...~X ~L) kSnnen 

wir ein Tensorfeld wie folgt entwickeln 
t • • 

~- ~':"~ ~ ~ ~ .... e ~-- ~ ~ Cax~,~_..~ ~=) 
cU - -. j~ ex--L e ~ 

(19) 
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Oie ~"'~÷ sind die Komponenten von t bezGglich des Koordinaten- 
~ - "  3s 

systems ( X ~ - - . ) X  ~) . Beim Usbergang zu einem neuen Koordinatensystem 

(~_.-~") lautet das Transformationsgesetz der Komponenten won t 

~---~ _ o0~, ~ ~×~, ~x ~ .L--~--'~ 
~ . . ~  ~ ,  ~×~, ~ ,  . . . . .  ~ ,c,-. ~, 

(20) 

Die Eigenschaft, dass die Komponentsn von t ~- Funktionsn sind, 

h~ngt also nieht vonder Wahl des Koordinatensystems ab. Ein Tensorfeld 

ist vonder Klasse ~ falls alle Komponenten von t vonder Klasse 

~ sind. Falls dies for Tensorfelder t und s der Fall ist, so 

auch for s + t und s ~ t . Im folgenden betrachten wir nur ~°°-Ten- 

eorfelder. 

Die kovarianten Tsnsoren 1. Stufs nennen wir auch 1-Formen. Ihre Gesamt- 

hsit bezeichnen wir mit ~ b  " gina wichtige Rolle spielen die to- 

tal schisfsymmetrischen kovarianten Tensoren h~herer Stufe (Differen- 

tialformen). Auf dices werden wir in ~4 ausfGhrlich eingehen. 

Wir betrachten in jedem Punkt ~ 

~ ~-~@3 ist offansichtlich sine C ~- Funktion. Diese Funktion 

bezsichnen wir mit ~60~..~ ~4~..~ ~& ~ • Oie Zuordnung ~o..~; .... 

...~&~..~J~..~, ist ~)-multilinear. Zu jedem Tsnsorfeld 

~ C ~  gshGrt also eine ~)- multilineare Abbildung 

mal s mal 

Man kann zeigen (siehe [6], p. 137), dass sich jade solchs Abbildung 

auf die beschriebene Art arhalten l~sst. Insbesondere kann man jade 

1-Form ala ~)- linsare Funktion awl den Vektorfsldern auffassen. 

Sei (~" ~-~P~ sine differenzierbare Abbildung. Eins 1-Form 60 

auf N k~nnen wit wie folgt auf M zurOckziehen: 

(21) 
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Entsprechend definieren wir for sin kovariantes Tensorfeld Jc~"@~C.~ 
das "zurOckgezogene Feld" (pullback) 

~3-4)... ) %~ ~-~C~ b (22) 

FOr eine Funktion -~-~:I~'C~'~ gilt 

denn fL~r A,~_T?(.~4~ ist nach (1.5) 

Definition 7: Eine pseudo-Riemannschs Metrik auf einsr diffsrenzier- 

baren mannigfaltigkeit M ist elm Tensorfeld ~ L  ~ b 

mit den folgendsn Eigenschaften: 

(ii) FUr jeden Punkt ~ ist ~p sine nicht ausgeartete 

8ilinearform auf %(~ . 

Ist ~I" for jedes p positiv definit, so ist g sine Riemannsche 

Metrik. 

Das Paar (~42~) nennen wit sine (pseudo-) Riemannsche manniqfaltig- 

keit. 

Bezeichnet (~ ~=L,--j~w~,~) eine Basis von 1-Formen in einer Umge- 

bung yon M , so schreiben wit 

oder such 

NatOrlich ist 

wenn ( ~ )  die zu 
bezeichnet. 

(241 

(2s) 

(~4) duals Basis yon (lokalen) Vsktorfeldern 
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~3. Die Lie'sche Ableitung 

Bevor wir die Lie'sche Ableitung von Tensorfeldern definieren, stellen 

wir noch einige Hilfsmittel bereit. 

3.1. In teqralkurven und Fluss eines Vektorfeldes 

Sei ~ ein Vektorfeld (wie immer C~ ). 

Definition l: Eine differenzierbare Kurve ~'.-~ =-~ (-~ effenes 

Intervall) heisst Integralkurve von ~ , mit Anfangspunkt X~ , wenn 

Es gilt der 

Satz l: Zu jedem ~ existiert eine eindeutig bestimmte maximale In- 

tegralkurve der Klasse C ~ mit Anfangspunkt x . 

Diese bszeichnen wir mit ~X. ~x---~, ~. 

£s eel 

und FOr jedes ~ ~ 

= 

Definition 2: Die Abbildung ~ : ~-----~, ~ / ~ ~ ~ x C ~  

heisst der (~lobale) Flues yon ~ • 

Es gilt d~r 

Satz 2 : 

(i) ~ ist offen in ~ und ~@~× ~ C ~ ~ ~  ~ ~ 

(ii) ~'o ~ ~ ~ ist ein ~-~-Morphismus; 

(iii) FOr jedes ~1~ ist 

%: ~ ~ ~  j X F"----w'~(~/~ ein Diffeomorphismus yon ~C 

suf ~¢ mit Inversem ~P-~C " 

Folqerung: Zu jedem ~ gibt ee ein offenes Intervall'~" mit 0~'~'/ 

sine offene Umgebung ~ yen a in M , derart, dass ~-X ~C ~. 

Definition 3: ~ :=~[~X~ : ~'X'~ ~--- 

heisst ein lokaler Flues von ~ in (~ . 

Ee gilt der 

Satz 3:. FOr einen lokalen Flues ~'.~'X~~ von ~ in ~ gilt 
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ist Integralkurve van ~ mit Anfamgspunkt x : 

ist sin Diffeomorphismus won ~.~ auf t~4~J) ; 

(iii) Sei ~=R;{~=~; ~ ; so dass 

~/~-~-~ ~+~ -~'/ ~ ( ~  ~ damn ist %~J()=~fj~; 

8emerkun~: Man nennt @ deshalb auch sine iokale einparametriwe Grup- 

pe lokaler Oiffeomorphismen. 

Definition 4: Falls ~-----~X ~ , so heisst X vollst§ndiq. 

In diesem Fall haben wir den 

Satz 4: Ist ~ vollst~ndig und ~:~X~i-----~ ~ der globale Fluss von ~ , 

so ist ~ for jedes ~I~ und es gilt 

(i) ~: ~ ~ ~ ist ein Diffeomorphismus; 

Dies bedeutet: Die Zuordnung ~t~=~ ist ein Gruppenhomomorphismus: 

"~ ~@[= Gruppe aller Diffeomorphismen won M]; ~ @ ~  ist sine 

einparametrige Gruppe von Diffeomorphismen von M . 

Man kann zeigen, dass ein Vektorfeld auf einer kompakten Mannigfaltig- 

keit vollst~ndig ist. 

FOr vollst~ndige Beweise der S~tze in ~3.1 siehe ziB. [4], ~2.1. 

3.2. Abbildungen und Tensorfelder 

Es sei Q~" ~ ~  sine differenzierbare Abbildung. Oiese induziert 

eine Abbildung in den zugeh~rigen kovarianten Tensorfeldern duroh fol- 

gende (siehe auch ~2) 

Definition 5 (pull-back): (~: ~ ~  c ~  

ist definiert durch 

for ~ ~  und for beliebige ~ t~j..~ ~ ~ ' ~ .  

du:ch ~f..') ---#o ~. ,  ~ ~-~CU). 
(ii) FOr q = iist CQ~(J~--~-Fx~ ~ CO(~O~ ; for ~ 7 ( ~ I X ~  . 

Hier bezeichnet ~ -  die zu T~ duale lineare Transformation. 



22 

Satz 5: 

Satz 6: Seien 

@-verkn~ft. 

Ferner gilt der 

ist ein ~- Algebra-Homomorphismus (der kovarianten Tensoralgebren). 

0efinitien 6: Die Vektorfelder ~ C ~ ;  ~ C ~ >  

heissen @-verkn0pft, wenn 

--~. ~ ~k((~ f0r jades X~4. 

CX=I,9-> ,-verkn0pft sind, so sind auch EX~4)~:~']_)~('4,y~ 

Seien die ~ i ~  @-verkn~pft, i = l,...q. 

Dann gilt 

Nun bstrachten wit speziel l  Diffeomorphismen. 
Zun~chst eine Vorbemerkung aus der linearen Algebra: Seien E und F 

Vektorr~ums und E~j_ ~ die Vektorr~ume der Tsnsoren zwei vom Typ 

(r,s) 0bar diesen R~umen. Sei ferner A:E--~-] :t ein Vektorraum-Ise- 

morphismus. Dieser induziert einen Isomorphismus 

• F*" Al' ~: ~- ~ 

weleher wi~ folg± definiert ist: FUr ~ ~  und beliebige 

sei 

Beachte: AA@ A )  N ~ :  • 

Wit setzen ferner "~ ='~'R" 
Nun sei ~I ~ 4 ~  ~ ein Diffeomorphismus. 

Wir definieren zueinander inverse induzierte Abbildungen 
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~- ~q' l  on). 

Daraus folgt, dass X~.,~(J~)und @~:"~(j~ ~-verknBpft sind. 

Dis lineare Erweiterung yon @~ und ~- auf die vollen Tensoralgebrsn 

liefert zueinander inverse I~ -Alqebra-Isomorphismen, die wir wieder 

mit ~ bzw. ~ bezeichnen. 

Falls ( ~  , for ein Tensorfeld t , so sagen wir dieses sei inva- 

riant unter dem 0iffeomorphismus @ . Ist ~ ~  fBr jedes t einer 

1-parametrigen Gruppe, so sagen wir s sei invariant unter der 1-para- 

metrigen Gruppe (~t~4~.~ ~ . 

Uebungsauf~abe: Schreibe die Wirkung von (~e und ~W- in Koordinaten 

a U S ,  

3.3. Die Lie'sche Ableitunq 

Ssi X ~ )  und ~ der Fluss yon ~. 

Definition 7: FOr sin beliebigss T~TC~b [= gemischte Algebra der 

Tensorfelder auf M ] heiset 

LxT: - -  ~ ' + t ' r ' l ~ J  - i~'~o t F_.:C'~T-'T-], 
die Lietschs Ableitunq yon'T" bez~glich X. 

Satz 8: L x ~'~-C~----~.~ hat die folgenden Eigenschaften: 

(i) L~ist ~ -linear; 

( i i) LX (.T@g3 = (.LxT~ @ g ~T@ L~S.3 
(iii) LX (T~cH'~3 ~, ~ c~ j  
(iv) Lxvertauscht mit den Kontraktionen; 

(,,i) LX 'Y= E~',Y3 ~ 'y~r..k3. 

(i) L~÷xf = L× ~- L,y / L~X = 'X LX)  
(i i) LC~,W-1= ELx, L y -  1 - = LX,~ L y -  L,~,, L X . 



24 

Satz lO: Saien ~ / ~ 4 ~  und seien ~ die F1Osse yon ~ j ~ .  

Folgende Aussagen sind ~quivalent  

(~) E~,Y3 =e) 
(i~) Lg o Ly = Ly. LX# 
(iii) ~ P . o ~ =  ~4 m + .  fo r  jedes s , t  (soweit beide Seiten definiert 

sind). 

5atz ii: Ea sei ~ eine l-parametrige Transformationsgruppe und 

das zugehOrige Vektorfeld ("infinitesimale Transformation"). Ein Ten- 

sorfe!d T auf M ist invariant unter ~4-(~'F=T, for alle t ) 

dann, wenn L-V-~-'~--- O- genau 

Satz 12: FOr ein kovariantes Tensorfeld "~ gilt for 

FOr Beweise der Aussagen dieses Paragraphen siehe~ z .B. ,  [5 ] ,  ~ I . 3 .  
Als Be isp ie l  wol len w i t  den 5atz 12 beweisen. 
B e.weis von Satz 12: 

Man bilde 

. . . .  

und danach die vollst~ndige Kontraktion. Oa L~ mit den Kontraktionen 

vertauscht, so erh~lt man 

Lx(TG,.~--., YI-')') --(Lx'T) (.ff~- 2, X, f5 ÷T( I~Z, . , . :~  :VT')+ 

was mit (1) Obereinstimmt. 

Be isp ie l :  Sei C 4 J ~ _ ~ C ~ ( ~ 3 # y e ~ ( ~ b  , dann 

Als Anwendung yon (2) zeigen wit 

LX~ = a L x ~  , #e  FinS. 

(2) 

(3) 
Baweis: Nach (2) ist 

~y~=yLxg = (dL×$,Yb, [] 
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KoordinatenauedrGcke der Lie'echen Ableitunq: 

Wit wghlan e in  Koord ina t ensys t em , ~  sowie d ie  dualen Basen 

Zungchst notieren wir 

und 

½ ; 

(~) 

(s) 

Sei jetzt T~ ~ .  Um die Komponenten von ~.)~'~" zu bestimmen, gehe 

man analog vor wie im Beweie von Satz 12. Man bilde f6r ~j~x ~ 

und ~---~ ~-~( 

~ c - r ~  ~ - -  ~ ~*¢~ x',, ¢~-- ¢~v~b,, 

verwande die Produktregel und bilde die vollst~ndige Kontraktion. 

Wir erhalten 

T'~"" ~" ] ÷ T(L)(~Ix~ -. ~ e~i~-- -+T ( . ~ l × g ~ , _ . . , ~  - .,~ E~ 5s-~' ~ 

Setzen wir hier (4) und (S) ein, so kommt 

-~--- ~, ~z n-x,.. ~ _ 

X ~ (alle oberen Indizes) 

~-.. %+ 
r~z...~. X;,,~@ ~- (alle unteren Indizes) 

SpeziBll fur ~E~$ 

(6) 

(7) 
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~4. Differentialformen 

Der Cartaneche Kalk~l der Differentialformen kann in der ART besonders 

nOtzlich eingesetzt warden. FUr seine Entwicklung beginnen wir mit ei- 

nigen algebraischen Vorbereitungen. 

4.1. Aeussere Alqebra 

Es seien A eine kommutative, aseoziative, unit~re 1~-Algebra und E 

ein A-Modul. Im folgenden ist entweder A = ~ und E ein l~-Vektor- 

raum endlicher Dimension, oder ~ ~  ;14diffb. Mannigfaltigkeit und 

Ueber E betrachten wir den Raum T~C~ der A-wertigen p-Multilinear- 

formen und darin den Unterraum / ~  der total antisymmetrischen 
@ 

Multilinearformen; 

/X~E)-----r~CE~ = ~ (= dualer Raum von E ) 

Die Elemente yon /~FEE~__ nennen wir die ~usseren Formen der Stufe P o 

Wit definieren in ~C ;=) den Alternierunqsoperator: 

( T  eq'e Ce~ b. (1) 

In ( I )  e r s t r eck t  s ich die Summe ~ber die Permutationsgruppe ~ I "  yon 
p Objekten; ~ bezeichnet die Signatur der Permutation ~ ~ .  

Die folgenden Aussagen dieses Abschnitts haben wir in der SRT bewiesen 

(siehe SRT, ~II 8.5). Zun~chst gilt 

(i) (~ bildet 3 C ~  l i nea r  auf A~CEb ab: 

c~C%cEs3 = Apc~3) 
(ii) C ~ C ~  = C~. 

Insbesondere ist (~;TCO=CO fiJr ~ A e C 1 E 3  
Sei jetzt CO~A~E~__ j ~ / ~ _  -- . wit definieren das ~ussere Pro- 

dlUkt dutch 

(2) 
Wie in  der SRT gezeig t ,  hat daa ~ussere Produkt d is folgenden Eigen- 
8chaf ten:  
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(i) 

(ii) 

(iii) 

ist bilinear : 

(a) 

Es gilt der 

Satz 1. Sei ~ ~=la~)--. ~ )  sine Basis von ~. 

Dann ist die Menge 

0x~A ~ A - -  - A e  ~r ~ A _~Z~ 1 ~ - - .  ~lr~_t,, 

eine Basis des Raumes ~ j  ~____b~ 

hat. FUr ~>~ ist Ap~3-~O~ . 

Beweis siehe SRT (~ II.8.5). 

Die grassman Alqsbra /~) (oder ~ussere Alqebra) ist definiert als 

die direkte Summe 

A( 3' = g3 Ce > ,  

(4) 

, w e l c h e r  demnach d i e  D i m e n s i o n  

Inneres Produkt 

~ definieren wir die Abbildung F~ir j e d e s  

WO 

co --_- o3 ea~AoCm~ (6) 

Die Zuordnung ~4~,~i----~F~ heisst inheres Produkt von K)-mit CO. 

FBr jedes p ist das innere Produkt sine A-bilinsare Abbildung und 

kann als solche in eindeutiger Weiss erweitert werden zu einsr A-bill- 

wobei das ~ussers Produkt bilinear auf ganz /~) ausgedehnt wird. 

Damit wird / ~  zu einer gradierten, assoziativen, unit~ren 

A-Algebra. 
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nearen Abbildung 

E× A ( E ' )  : -  ACE')  : (~ta') ,- -_~.,}.~. 

FOr den Beweis des folgenden Satzes und weiterer nicht bewiesener Be- 

hauptungen von ~4 verweisen wit z.B. auf [6], Kap. III. 

Satz 2. FOr jedes feste ~ hat die Abbildung 

die Eigenschaften 

(i) ~ ist A-linear; 

(ii} 2.~(Ar(2~5") ~ A~,.4{2~') .; 

for {AS{@. 
% 

Man sagt dafOr kurz: ~- ist sine Antiderivation vom Grade - 1 auf 

/kCEb. 

4.2. Aeussere Differentialformen 

Sei jetzt M sine C ~0- Mennigfaltigkeit der Dimension n . FBr jedes 

p = O,1,...n und jedes }~ bilden wir die R~ume 

Speziel l  

Ferner sei 

die ~ussere Algebra Ober "-F~(~[Dimension 2 n] . 

Definition l: Unter einer (~usseren} Oifferentialform vom Grade p 

auf M versteht man ein differenzierbares kovariantes Tensorfeld der 

welches in jedem Punkt ~4 sin Element aus A ~ I ~  is~. stufe p 

start Differentialform vom Grade p sagt man auch kOrzer p-Form. Alle 

in ~2 gemachten Aussagen Ober Tensorfelder gelten natilrlich auch for 

Differentialformen. 

bezeichne A~den ~1~)-Modul der p-Formen. Ferner sei Es 
M. 

@ - -  

/~{~: ~i}~0 AI~ ~ die ~ussere Alqebra der Differentialformen auf 

M . In ~ erkl~ren wit natUrlich die algebraischen Operationen 
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punktweise, insbesondere das ~uesere Produkt. 

Wie in ~ 2.3 k~nnen wir einem ~ ~  und Vektorfeldern ~..j~ 

die Funktion 

) 

zuordnen° Diese bezeichnen wir mit L~)-.o)~p~. Die Zuordnung 

~4}-) ~P3 ~--~J~4)-o-~ ist ~ -multilinear und total anti- 

symmetrisch. Auf diese Weise haben wir jedem (~E /~,(~ in natOr- 

licher Weise ein Element der ~usseren Algebra ~ber dew ~-modul~ 

zugeordnet. Letztere bezeichnen wir nit / ~ 4 ~  und ~@~3" 

bezeichne die pte Stufe. Man kann zeigen, dass die betrachtete Zuord- 

nung ein Ieomorphismus auf ist, der alle algebraischen Strukturen res- 

pektiert. Ausserdem gilt for das innere Produkt 

Sei (xl,..,x n) ein lokales Koordinatensyetem auf U , dann kann 

~ ~ ( ~  auf U so dargestellt werden 

= co , 4^ 
~<. .~ ~, - "  ~'i' 

(7) 

Hier sind ~®i,..ip~ die Komponenten yon m . In der 2. Zeile von 

(7) eind die~ total antieymmetriech. 

Differentialformen und Abbildunqen 

Sei (~: ~ ~ ~ ein Morphiemus. 

Die induzierte Abbildung @* im Raume der kovarianten Tensoren (eiehe 

@3) definiert eine Abbildung (die wir gleich bezeichnen~ 

Mit Hilfe yon Satz 5 in ~3 iet es leicht zu sehen, dass 

@* iet aleo einl~-Algebra-Homomorphiemus. Iet @ ein Diffeomorphis- 

mus, so ist @* ein ~-Algebra-Ieomorphismus. 



80 

4.3. Derivationan und Antiderivationen 

Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension n und 

/N(I~3 = ~ o  /~e ~ die gradierte ~ -Algebra der ~usseren 

Differentialformen auf M . 

Definition 2: Eine Abbildung ~:/~4~----q~/~L~ heisst eina Derivation 

(Antiderivation) vom Grade ~ ~D , wenn folgendes gilt: 

(i) ~ ist R-linear; 

S arm 3. Sind ~ @! Antiderivationen vow Grade k , k' von A(~, so 

ist ~I ~%@ aine Derivation veto Grade k + k' won A~4~ . 

Beweis: Unmittelbare Verifikation. 

Satz 4: Jade Derivation (Antider~vation) yon A(~'~ ist lokal, d.h. 

f~r jades O~E A ~  und jade offene Untermannigfaltigkeit U von 

M gilt 
c IU= o = >  Oo l Lr = o 

Bevels: Sei ~ . Es existiert ~) aine Funktion ~)mit 

h(x) = 1 und h = O auf ~I~ o Folglich ist h~ = 0 und damit 

~ 6 ~ ' - -  O~ d.h. 

Nehmen wir diese Gleichung an dar Stelle x so folgt 8~0<3==0.~ 

'~ A£~4~ • f a l l e  Felqerunq: Seien ~2 j 

Damit k~nnen wit die Einschr~nkung ~ auf/~)definieren. Oazu 

*) Die Existenz einer solchen Funktion wird z.B. in [8], p° 69, be- 
wiesen. - 
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w~hle man f~r ~-l~ zu c~A~) ein ~/~C~ nit ~-c~ f~r eine 

Umgebung des Punktes p und setze 

Nach der obigen Folgerung ist diese Definition unabh~ngig vonder Er- 

weiterung ~ . Die Existenz einer Erweiterung beruht auf dem folgenden 

Fortsetzunqslemma: Seien U eine offene Untermannigfaltigkeit von M 

und K eine kompakte Teilmenge won U . Zu jedem ~ L ~  gibt es ein 

0~/~ derart, dass ~=~I~ und ~ ~ - -  (~. 

Beweie: Es existiert eine Funktion ~=~mit h(x) = 1 for alle 

~ ~ und h = 0 auf ~ (d.h. supp ~ ). [FOr einen Beweis da- 

zu eiehe [6], p. ~]o Mit dieser definiere man C ~ / ~  durch 

0 , ausserhalb ~ . 

Oiese Form erfOllt die geforderten Eigenschaften. 

Wir formulieren das Resultat im folgenden 

Satz 5: Sei @ eine Derivation (Antiderivation) von ~C~, und sei U 

eine offene Untermannigfaltigkeit von M . Dann existiert genau eine 

Oerivation (Antiderivation) ~ auf /~CU~ , derart, dass for jedes 

ACk  gilt 

~V heisst die von ~ auf U induzierte Derivation (Antiderivation) 
von/<  
Neben dem obigen Lokalisierungssatz ben~tigen wir auch einen Globali- 

sierungssatz. 

Satz 6: Sei C~L~r eine offene Ueberdeckung yon M . FS~ jedes ~ 

sei @~ eine Derivation (Antiderivation) won ~ ;  ee bezeichne @~ 

die von ~ auf ~-~n% induzierte Derivation (Antiderivation) won 

/\~T~%~ ° FOr jedes ~E~.K~ sei ~ "~14 " Dann exietiert ge- 

nau eine Derivation (Antiderivation) ~ vo~/~ , derart, dass 

~ ~'L~---~, for jedes r~r. 

Beweis: F~r Oedes ~ C ~ I  und jedes ~ definiere man 

Wegen 
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fur ~o~e~F-~ ist ~ / ~  wohldefiniert und ~ ' . ~ ~  

ist eine Derivation (Antiderivation), welche nach Konstruktion auf je- 

dam ~.~2 den Operator ~ induziert. ~'] 

Welter unten ist auch der folgende Satz nl;tzlich: 

Satz 7: Sei ~ eine Derivation (Antiderivation) won /k~ vom Grade 

k o Sei ~=0 und ~(~--0 f~r jedes ~e~-(~. Oann ist ~= 0 

f~r jades 0 ~ ~ .  

Be~eis: Sei (k~,tlD~r elm Atlas von M und sei ~&t~w (nach 

Satz 5). Redes ~ genOgt den Voraussetzungen des Satzes, d.h. ~g.~O 

und ~ &  ~- 0 , for jades ¢~T.&~. sei ~/~{~(k32 ~AQ~.~TJ~ 

hat die Form 

o~ I Dr. -'- ~ t~,:,_..,~, &}cq A - - -  A & ~  

Ks folgt, da ~ eine Derivation ist, 

Ce~)~ xa~. = e ,~ Ib"~ .b  = T  E.{5;.~,q...~ A & ~ , A -  -. ^ a..~:':,, + 

.T_ 4,&A.--. ,X 6a.~,P':A--- AaX'q" 21-" 0 
Analog wenn ~ eine Antiderivation ist. 

Folgerung: Eine Derivation (Antiderivation) ~ won /~(~ ist bereits 

eindeutig bestimmt durch ihre Werte auf /ke~b~--~(~ und /~ACk~ 

ja sogar durch ihre Werte auf ~-(~ und allen Gradienten yon ~(~h" 

4.4. Die ~ussere Ableitunq 

Satz 8: Es gibt genau eine Abbildung 

mit den folgenden Eigenschaften ; 

(i) d ist eine Antiderivation yon /~vom Grade 1 ; 

(ii) d o d = 0 ; 

(iii) df ist der Gradient won f fBr jedes ~C~ , d.h. es ist 

d heisst die ~ussere Ableitunq. 

Bevels: l) Die Einzigkeit von d folgt aus dam Satz 7 von Nr. 3. 

2) Sei ~T~J--~'eine Karte von M . Die ~ussere Ableitung (falls sie 
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existiert) induziert nach Satz 5 von Nr. 3 eine ~ussere Ableitung auf 

U ~ die sbenfalls mit d bezeichnet sei. FOr 

o~ = ~ -  ~, . .  ~ ~.~,^_.. ~ A ,  ~ A~Cta) 
~-~ 

hat man nach (i) und (ii) 

~ = ~ ~z,--~ ~ x ~ ' A  --- A & ~  ~ Ap, aJJ 

oder wegen (iii) 

f ~=  T ~ -  c-o ~ c~, .~ ,: a x . ~ ^ . . . , , x ~  . 
~ < ~ . . . ~  ~=~ %x~- ~°'" ~'" e (B) 

d . h .  es muss s e i n  

- 

. . .  ~ ~ L-o %x"~. ?)  (9) 

3) FOr jedes ?10__~-wCV~ und jedes ~ C ~  definiere man ~ 
dutch obige Formel. Dutch direkte Reohnung weist man nach (Uebungsauf- 
gabs), dass ~:~--~/~die Eigsnschaften (i), (ii), (iii) des 

Satzes besitzt, d.h. eine ~ussere Ableitung auf U ist. 

4) Sei C~j~)~G ~ ein Atlas von M . FOr jedes ~ bezeichne 

~ U ~  ~/~UD dis ~usssre A blsitung a u f  T~l'~ . FOr ~ ' r ~ T _ _  

induzieren d i und d. js eins ~ussers Ablsitung dij bzw. dji 

auf ~-~A~ • Nach iI hat man dij = dji . Gem~ss Satz 6 aus Nr. 3 

sxistiert eine (und nur eine) Antiderivation d auf ~(~) die in ~; 

f~r jedes ~ , die ~ussere Ableitung d i induziert. Offensichtlioh 

gilt auch d o d = 0 u~d df = Gradient von f , for jedes ~ H ~ , ~  

Definition 3: Eine Oifferentialform m heisst 9sschlosssn, wenn 

~ O . Eine Differentialform hsisst exakt, wenn es sine Differen- 

tialform B so gibt, dass 0(~_.~. 

Aus dod = 0 folgt, dass jede exakte Differentialform ~ ge- 

ist: ~=&~---- 0 ° Lokal gilt auoh die Umkehrung: s c h l o s s e n  

Lemma v o n  P o l n c a r e :  S e i  ~ e i n e  g e s c h l o s s e n e  D i f f e r e n t i a l f o r m  a u f  M ° 

Dann g i b t  es zu j edem ~ e i n e  o f f e n e  Umgebung U von  x ~ so dass  

@~|T~ exakt ist. 

Beweis: Siehs z.B. [6], p. 151. 

Mo~rohismsn und ~ussere Ableitun~: Sei C~----p~ ein Mannigfaltig- 

keits-Morphismus. Dann ist das folgsnds Diagramm kommutativ 
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AOJ') 

ALU5 

d.h. ~ 0 (~ ~" =~0~o ~ • (lO) 

Beweis: FOr Funktionen wurde dies bereits in ~2.3 gezeigt. Damit 

gilt aber auch 

d.h. Gleichung (lO) gilt auch auf den Gradienten von ~ l ~ )  . Nun bil- 

den aber beide Seiten eine Antiderivation auf /~). Nach Satz 7 won 

Nr. 3 Bind sie deshalb gleich. 

4.5. Beziehungen zwischen den Operatoren d, ix, L X 

Zwischen der Derivation L X und den Antiderivationen i X und d be- 

stehen wichtige Identit~ten (Gleichungen von H. Cartan). Die wiohtigste 

ist 

(ll) 

Be~eis: l )  Die Operation ~,. =~×÷~×o~ : AC~h ~ ACh~ 
let eine Derivation vom Grade 0 . 

FOr ~ - ~ 4  3 findet man 

0 ~ = dL~x~¢~ ~ ~x 4 C~-~ = 4(  ~x4~ -) = 4 C ~  
2) Die Lie'sche Ableitung I X ,  . k C l - t 3 - - - ~  bezOglioh X i s t  eine 
Derivation vo~ Grade 0 und far ~ G ~ - C ~  gi l t  (sie.a ~ 3) 

worau@ folgt 

Lx 4~ -- ~cx~ 
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3) Aus l) und 2) folgt nach Satz 7 von Nr. 3 L_X= ~. 

Folgerung : Aus (l~) folgt 
~ Ly  -- L X o ~ (12) 

Uebungsauf~abe: Beweise analog die Iden t i t~ t  

AIs Anwendung von (ll) beweisen wir die folgende explizite Formel for 

die ~ussere Ableitung: Sei ~ /~C~ , dann gilt: 

. . . .  = 

" '  ~ ~ . . V  "~ ~ ~ 

Beweis von (14): 

l) FOr p = 0 lautet (14) 

a~O~- ×~ ~ ~ ~-~=c~'~, 
was offensichtlioh richtig ist. 

2) FOr ~ C ~ )  erhalten wir aus (ll) 

Benutzen wit ~ 3 f~r L.~ , so folgt daraus 

a~ Cx, v~ - (Lx~bCY~-Y ~C~)= ~ ~(Y~-Y~C~)-~C~×,~ ) 

Dies stimmt mit der rechten Seite von (14) Oberein. 

3) Nun fOhre man einen Induktionsbeweis: Man nehme an, die Formel (14) 

stimme fBr alle Differentialformen bis zum Grade p-1. FOr Bin 

(~A~C~-4~ schreibe man die Formel (ll) auf, benwtze die Induk- 

tionsvoraussetzung f~r ~X(~) und die explizite Formel f~r L.~ in 

~3. Eine kurze Rechnung zeigt, dass die Formel (14) auch for Dif- 

ferentialformen vom Grade p gilt. 

Kovariante Ableitung und ~ussere Ableitun 9 

Es sei CL)EA~C~ und ~7~ die kovariante Ableitung yon CO bezOg- 

lich eines symmetrischen affinen Zusammenhangs (siehe ~5). Wenden 

wir auf ~(~) den Alternierungsoperator (~ an, so gilt 
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Beweis: Es ist nach ~ 5 

A 

Oa dis Torsion verschuindet, gilt 

Die Formel (14) for ~0 zeigt damit, dass (15) richtig ist. 

4.6. Die *-Operation und des Codifferential 

4.6.1. Orientierte Manniqfalti~kei~en 

Wir sagen, ein Atlas ~ einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M 

ist orisntiert, falls for jedes Paar won Karten C ~  ~ ~ )  yon 

die 3acobi Matrix for den Kartenwechsel ~o~ -~ positivist. 

Nicht jeds Mannigfaltigkeit hat einen orientisrten Atlas (M~biusband ~) 

Einne Mannigfaltigkeit ist orientierbar, falls sis einsn orientierten 

Atlas hat. Zwei Atlanten~ und ~ von M haben dieselbe Orien- 
i 2 

falls ~l U ~'~2 wieder ein orisntierter Atlas ist. Dies ist tierung, 

sine Aequivalenzrelation. Eine Aequivalenzklesse von orientierten At- 

lanten nennt man sine Orientierunq der Manniqfaltiqkeit M . Eine 

orientierbare Mahnigfaltigkeit, zusammen mit der Wahl einer Orientis- 

rung, nennt man sine orientierte Mannigfaltigksit. line Karts~3) yon 

M nennt man positiv (nsgativ), falls for jede Karte~), welche zu 

irgsndeinem der orientisrten Atlanten geh~rt, die die Orientierung von 

M definieren, die 3acobimatrix zu ~o ~-4 positiv (negativ) ist. 

Ohne Beweis zitisren wir den 

Satz 9: Sei M eine parakompakte orientierbare Mannigfaltigkeit der 

Dimension n . Oann existiert auf M sine ~C~) n-Form, welche nir- 

gends auf M verschwindet. 

[Beweis: Siehs [6], p. 258] 

Eine n-Form auf M , die nirgends verschwindet, nennt man sin 

Volumenelement yon M . 

Wit betrachten jetzt sine pseudo-Riemannsche mannigfaltigkeit (~). 
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Es seien ~. dis Komponenten von 

systems (_~'~; ~. ~)¢~. 

Wir setzten 

~.~ ,. = l - ~  c4~~ I 

bezOglich eines Koordinaten- 

(16) 

Im neuen Koordinatsn (~.S...,~ ~) bszeichnen wir die Komponenten yon 

& wit ~ und den Betrag der zugsh~rigen Determinants wit ~I. 

#us dem Transformationsgesstz 

folgt 

Sei jetzt M orientiert und beide Koordinatensysteme seien positiv. 

Dann gilt 

und 

(17) 

Betrachten wir andsrseits sine n-Form ~ und sei 

co = a~ a.~A~t~^--. ^~= ~ ~ ̂ - - .  ^ , ~ "  
so gilt 

(18) 

Deshalb wird durch 

\~ ~4 A~X~A ...... 2~; , for sin positives %: ..~. 
Koord.system (19) 

sine n-Form auf M definiert. Nach (17) und (18) ist diese Oefinition 

vom Koordinatensystem unabh~ngig. Ausserdem ist 9[ sin Volumenelement. 

4.6.2. Oie * - Operation 

Sei (~4;~) sine n-dimensionale orientierte pseudo-Riemannsche Man- 

nigfaltigkeit und % ~ / k ~  das zu ~ geh~rige Volumenelement 

(19). mit Hilfe von ~ wollen wit im folgendsn jeder Form (~E/~Ck~ 

sine Form ~(,) ~A~,~ ~ zuordnen. Dazu betrachten wit sin positi- 

ves lokales Koordinatensystem (~5""# X~ ) und schreiben CO in der 

Form 
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( o =  ~'! ...~p 
(2o) 

(~@~_. ~ : total schiefsymmetrisch)o 

Analog sei 

(21) 

Nach (19) ist 

~,~ .... 2 ~ - - ~  P-~, . . . .  ~.~ (22) 

w e  

Nun definieren wir 

{(~) 1 , f a l l s  ( i l . . i n )  eine gerade (ungerade) 
Permutation von (l,..,n) ist. 

0 , sonst. 

WO 

(23) 

Die Definition (23) ist offensichtlich unabh~ngig vom Koordinatensystem. 

[Sie liesse sich auch koordinatenfrei geben]. Die Zuordnung ~J@ 

definiert eine lineare Abbildung" A~[~ ~ A~_p~. 

Es gilt, wie man leicht nachrechnet 

Wit notieren noch die kontravarianten Komponenten yon 

4 ~--'+, ~ ~ ~ ~,-" ~. (25) 
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Erg~nzungen zur * - Operation bringen die folgenden Uebungsaufgaben 

l) Sei  

WO 

des in 

LUsun£: 

Vorbemerkung: 

und 

~ {~4 ~} induzierte Skalarprodukt isto 

s~i ~ { A t ,  z { ~ A I  ~ I , ~ i ~ .  

Dann ist 

, a ~ ^  . . . .  A ~ 

~! ~ , 

wobei die eckige Klammer Antisymmetrisierung in den eingeklammerten 

Indizes bedeutet. Also gilt 

• N L~.,--. ~:~, ~z~,.,-..~, ~ 

Nun ist sicher~ /X.[~} ist eindimensional '): 

Also 

und folglich 

Es bleibt die Berechnung des Skalarproduktes rechts 

({~A~}j~ ")--" ~ "ltl""l'~ C/~.A,~'~&_.. ~,~, 
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Die ~ekige Klammer d~rfen wir weglassen. Setzen wir die Def. (25) for 

*CO sin, so kommt 

Nun gilt 

~---~4.,--~- ~" ' ' ' '~! ~' ~-"- ~ C~) 

denn die beiden Seiten sind bis auf einen Proportionalit§tsfaktor einan- 

der offensichtlich gleich. Letzteren bestimmt man dadurch, dass man 

il = Jl''' ip = jp setzt und Ober diese Indizes summiert. Oann wird 

die linke Seite gleich n~ und die rschte Seite gleich q~ p~)= n~ . 

Mit disser Hilfsformel wird jetzt 

und damit 

Die rechte Seite ist symmetrisch in ~ und ~ , also folgt 

(~A~-t~ = ~ A  ~ 

L~sun~: Nach Definition ist 

Mit der Hilfsformel (*) folgt daraus 

[] 
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dass fLir ~ _  AI~C~I)2 ~I~ A~_~Ck3 ' 

LSsung: In den Aufgaben 1~,2~, setze man ~-~J--~A~.~CH~. 

Dann gilt 

4) Sei umgekehrt ~/ eine (n-p) - Form und es gelte for a l le  (Q~-/~ ~ 

Dann ist 0 ~-  ~5.  

LSsunq: Nach Voraussetzung und Aufgabe 3) 
for ~. @~ A~.~. Also ist G'--~O 
nicht entartet ist. [] 

, weil das Skalarprodukt 

5) Es sei ~A,...~ eine orientierte Basis yon 1-Formen (in einer Um- 

gebung ~C_~). Zeige, dass ~ wie folgt dargestellt werden kann 

= ¢F~ ~ - - -  ^ ~ 
we ~[ die Determinante yon ~ ~je~ ist, 

~ : duale Basis won ~ .  

LSsun~: Wit setzen ~-~-~ ~ ~X~ : 

Dann ist 

: ~ ~ - - . ~  .... ~ ,  ~ ^  ~ ^  .... ~ 

- ~ ~ C ~  ~^ - - - ^  a~ 
det~>O) • Nun ist aber 

~/~x~ : ~  eL 
~eachte 

positives Koordinatensystem. 



42 

Deshalb gilt 

Setzen wir dies oben ein, so folgt die Behauptung. E3 

Wir notieren noch, dass - -- ~ =  L ~  d i e  zu ~ { =  (e~e.~% inverse 

Matrix ist. 

6) Beweise die Formel (Bezeichnungen von Aufgabe 5): 

~ , A - - . ^  { ~ =  ~X/~ ~_L ~S~---~ ~'~--' ~i~-'~ ~X-.-.A{~' 
(B-W. 

L~sung: Nach Aufgabe 4) genOgt es, folgendes zu zeigen: 

= (~)&A---A 0~A ~I,~., A---A 0 ~) ~3 
Die rechte Seite dieser Gleichung ist aber nach Aufgabe 5) gleich 

~_4 4 p__.,~... 

Die l inke  5e i te  i s t  hingegen g le ich  

d.h. beide Seiten stimmen miteinander ~berein. [] 
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4.6.3. Das Codifferential 

Wir definieren das Codifferential ~ : A~(~'t'~ 

durch 

~- A~.~LI~') 

(26) 

Aus dod = 0 folgt 

"~o~= o (2~) 

Die Gleichung ~ = 0  bedeutet, ~J-----O o Lokal existiert daher 

nach dem Poincar~ Lemma eine Form ~ wit ~(~=¢~@. 

~o i~t ~ = ~ @ = ~  , ~ob~ ~=±~q~ 

I it sehen: Aus ~(~ 0 folgt die lokale Existenz einer Form 

wit ~O=~L~ . 

Koordinaten-Ausdruck for ~ : Wit wollen zeigen, dass for ~ ~  

i ¢E~¢ ' ~ P ' -  tg~'~( ~¢~ ~ ' ~  ~) ~ (2~) 

Beweis: Wit b i l d e n  z u n ~ c h s t  C ~ : = ~ . - ~  ' 

(29) 

Die rechfle Seite dieser Gleichung folgt aus (23). 

Nun gilt allgemein for eine Form ~E/~£04~ 

~ , . . ~  a ~ ' A t ~ ^  --" ^ t ~  

~ ^  ....  ̂ a ~  

d .h°  

Oies benutzen wir in (29) 

(3o) 

(31) 
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Darin kOnnen wir das Antisymmetrisierungszeichen wieder weglassen. 

Benutzen wir nochmals (23), so folgt 

C-~" ~ "'" ~-~= ~ ~ ~",'"h, • 

= ~_~ ,~ ~--r. ~(~ ~ -@- ( ~ ,~'.---~, ~ ~,, 

%---  3~  ~, .... ~r-~ ~ ,  .... ~ ~ .... j~ 

Nun ist (siehe (*), Seite 40) 

S e t z e n  w i t  d i e s  i n  ( 3 2 ) e i n ,  so kommt 

A 

Nun ist nech Definition 

= c - ~  c-L~ (-,% (-~3 ~ 

woraus die Gleichung (28) folgt. E~ 

(32) 

(33) 

t 

(s4) 
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4.7 Oie Inteqralsa~tze von Stokes und Gauss 

4.7.1. Inteqration von Differentialformen 

Es sei M eine orientierte diffb. Mannigfaltigkeit der Dimension n . 

Wir wollen Integrale der 

definieren. 

Zun~chst sei der Tr~ger von C¢) in einem Kartengebiet U enthalten. 

Es seien (x 1,..,x n) positive Koordinaten dieses Gebietes. [Alle Koor- 

dinaten seien im folgenden positiv.] Sei 

tO= ~X~A---A~× ~ 2 {~ - - ' ~CU ' )  

dann definieren wir 

L 
we reohts ein gew6hnliches Lebesquesches (Riemannsches) n-faches Inte- 

gral gemeint ist. Diese Definition ist sinnvoll, denn sei suppGJ in 

einem zweiten Kartengebiet (yl,..,yn) enthalten und sei 

~=~ a~4,~--- A~-~ ~ 
so ist (de beide Koordinatensysteme positiv sind) 

~ ~---~= S ~°~ ~ L %  ~ l ~ S a ~  .a~ 
wenn ~ den Kartenwechsel bezeichnet. Nun ist aber 

Folglich ist des Integral (35) unabh~ngig vom Koordinat~system. Nun 

betrachten wit ein beliebiges ~ / ~ C ~  mit kompaktem Tr~ger. 

Ks sei ~TJE/~I~ ein ~-Atlas won m , so dass ~Ui~Lr= ~ eine io- 

kal-endliche Ueberdeckunq ist (d.h. zu jedem K ~  existiert eine Umge- 

bung U in M , so dass ~ ~ nut for endlich viele ~ nicht 

leer ist). 

Ferner sei ~ r  eine zuqeordnete Partition der Eins, d.h. eine Fa- 

milie (~)~ yon differenzierbaren Funktionen auf M mit folgen- 

den Eigenschaften 

(iii) ~ k~o~= ~ ~r aloe X ~  

Beachte: Die Summe in (iii) ist wegen (ii) und der Lokai-Endlichkeit 
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der Ueberdeckung sinnvoll, da nur endlich viele Terme beitragen. 

B emerkungen: Nach Oefinition (siehe ~l) hat M eine abz~hlbare Ba- 

sis. Man kann zeigen, dass dann M eine lokal endliche Ueberdeckung 

besitzt, und weiter, dass zu jeder solchen sine zugeordnete Partition 

der Eins existiert [F~r Beweise siehe [6], ~II~ 14, 15]. 

Da supp ~ kompakt ist und ~ ~  eine iokal-endlichs Ueberdeckung 

ist, iet die Anzahl der ~'L wit ~J~/~ ~ 4 ~ ~  endlich. F0r 

k~.~.~ {D ist supp ~0 C ~.~ • Oa ferner ~k~-~-~A gilt 

Also ist ~ sine endliche Summe von n-Formen, deren Tr~ger je in einem 

Kartengebiet ~. enthalten sind. Wir definieren deshalb 

k .Gr k 

(endliche Summe yon Termen ~ O) 

Diese Definition ist unabh~ngig vonder Zerlegung der Eins. Denn sei 

~ j V ~  sin weiterer C@~-Atlas won m , so dassf.. ~ ~  

sine lokalendliche Ueberdeckung yon M ist, und eel ~)~- sine zu 

dieser Ueberdeckung zugeordnete Partition der Eins. Dann ist 

ebenfalls ein ~-Atlas yon M , wobei 

sine lokalendliche Ueberdeckung ist und 

ist sine zugeordnete PartiEon der Eins. 

was zeigt, dass (36) nicht vonder Partition der Eins abh~ngt. Das In- 

tegral hat folgende Eigenschaften: Sei - - ~ ~  die Menge der n-For- 

men mit kompaktem Tr~ger, dann gilt 

( i )  
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(ii) Ist ¢~---=~-~ sin orientierungstreuer Diffeomorphismus, 

so gilt 

S = S ° 
(iii) Aendert man die Orientierung ~ yon M , so ~ndert das Vor- 

zeichen des Integrals 

4.7.2. Der Satz yon Stokes 

Ks sei D sin Bereich (d.h. sine offene zusammenh~ngende Teilmenge) 

einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit der Dimension n . Man sagt, 

der Bereich D habe einen qlatten Rand, falls fBr jeden Punkt ~6¢~) 

(Randpunkte von D )eine offene Umgebung U von p in M und ein 

lokales Koordinatensystem (xl,..,x n) auf U existieren, so dass 

(siehe Fig.) 

(37) 

U X" 

×I___~,-I 

Man kann zeigen (siehe [6] ,  ~ V . 5 ) ,  dass ~ )  eine (n-1)-dimensionale 
abgeschlossene Untermannigfaltigkeit von M ist. let ferner M orien- 

tierbar, so ist auch ~ orientierbar. Dabei zeigt sich folgendes: 

Ist (xl,..,x n) sin positives Koordinatensystem, welches (37) erfOllt, 

so k~nnen wit auf ~ eine Orientierung so w~hlen, dass (xl,..,x n-l) 

sin positives Koordinatensystem yon ~) ist. Die folgende Konvention 

ist aber geeigneter: FOr n 9erade ist (xll..Ix n-l) positiv und for 

n unqerade ist (xll..Ix n-l) negativ. 

Eine solche Orientierung auf ~ nennt man die (duroh die Orientierung 
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auf M ) induzierte Orientierunq auf ~. 

FOr ein kompaktes ~ und CO~A~(~ definieren wir 

wo ~ die charakteristische Funktion von ~ ist. 

Der 8eweis des folgenden Satzes ist nun nicht mehr schwierig (siehe 

66], @V.5)  

Satz {Stokes) :  Sei M eine n-d imensionale,  o r i e n t i e r t e j  d i f f e r e n z b .  

M a n n i g f a l t i g k e i t  (mi t  abz~hlbarer  Basis)  und sei  

mi t  g lat tem Rand und ~ sei  kompakt. 
FSr jede Form ~eAM_~(~3 g i l t  

D gin Bereich von M 

I j 
die kanonische Injektion ist.] 

In (38) ist auf ~ die induzierte Orientierung gew~hlt. 

(38) 

Anwendun 9 

Sei --~ gin Volumenelement auf 

tigkeit) und ~ ( ~  gin Vektorfeld. Wit dafinieren 

dutch 

L× _o_ _ -  C~ × ) s-z 

Nun ist 

M (~-----~ M orientierbare Mannigfal- 

div X 

(39) 

also 

(40) 

Aus dam Stokes'schen Satz erhalten wit deshalb 

ab. Wit schreiben deshalb auch 

( 4 l )  

h~ngt l i n e a r  yon X 
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wo ~ eine masswertiqel-Form ist. Mit diesen Bezeichnungen gilt der 

Satz von Gauss'. 

Diese Formeln gelten speziell in einer pseudo-Riemannschen Mannigfaltig- 

keit mit 

. ~ _ ~ = ~  ~X~A .... A~X ~ (in lokalen Koordinaten) 

Koordinatenausdruck for div X 

Sei in lokalen Koordinaten 

dann ist 

. m z  = a ~ ' ) d X ~ A  - - .  A & ×  ~ 

X = X  z ~__ c~xL 

L×~__-@'~)a#^--.^~x ~÷ a ~ ~#^ .... ̂cI(×~)A---^~ ~ 

Folglich gilt lokal 

¢t 

Bemerkung: Die obige Herleitung des Satzes von Gauss aua dem Stokes- 

schen Satz gilt naturgem~ss nur for orientierbare Mannigfaltigkeiten° 

Der Gauss'ache Satz ist aber auch for nichtorientierbare Mannigfaltig- 

keiten gOltig (siehe z.B.: Loomis + Sternberg, Advanced Calculus, 

Adddison + Wesley 1968, Seite 419). 
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In diesem Abschnitt fOhren wir eine wichtige Zusatzstruktur auf diffb. 

Mannigfaltigkeiten sin, welche es gestattet, sine "kovariante Ableitung" 

zu dafinieren, die Tensorfelder in Tensorfslder OberfOhrt. 

5.1~ Kovariante Ableitun@ eines Vektorfeldes 

Definition 1. Ein affiner (linearer) Zusammenhang ~ auf einer Mannig- 

faltigkeit M ist eine Abbildung, die jedem Paar von C-.°~--Vektorfeldern 

X und Y auf M wieder sin C~m-Vektorfeld ~%~ zuordnet, wobei 

die beiden folgenden Eigenschaften gelten sollen: 

(i) ~ Y  ist ~-bilinear in X und Y ; 

Lemma 1. Sei ~7 sin affiner Zusammenhang auf M und U eine offene 

Teilmenge yon M . Falls X oder Y auf U verschwinden, dann ver- 

schwindet auch ~ auf U . 
H 

Beweis. Y verschwinde auf U . Sei ~E~.~ • Man w~hle sine Funktion 

~ z ~ )  wit k~=O und ~=4 auf ~\3J. Aus ~%(~Y folgt 

und dieser Ausdruck verschwindet in p . Aehnlich beweist man dis Aus- 

sage for X . [~ 

Oamit induziert sin affiner Zusammenhang ~ auf M einen solchen auf 

jeder offenen Untermannigfaltigksit U von M . Denn seien ~ i Y ~ .  

FUr ~ existieren Vektorfslder ~ 2 ~ ( ~  , welche mit X bzw. 

Y auf einer offenen Umgebung von p 0bersinstimmen (vergl. das Fort- 

setzungslemma in ~4.3). Wir setzen dann 

Nach dem Lemma 1 hgngt die rechte Seite nicht yon der Wahl yon ~] 

ab.V~.~ ist trivialerweise sin affiner Zusammenhang auf U . 

Lemma 2. Sei X s ~ [ ~  . Falls X in p verschwindet, dann gilt 

dies auch for ~X~ . 

Beweis. Sei U sine Koordinatenumgebung von p . Auf U haben wit 

die Darstellung 
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wobei ~I(~) = 0 . Oamit gilt 

CVx~ ~. - ~:-c~ ( %/~: "c ~ ~ = o 

Relativ zu einer Karte (U,xl,..,x n) setzen wir 

[ ]  

(~) 

Die n 3 Funktionen ~.~ ~C~) sind die sog. Christoffel- a u s  

Symbole des Zusammenhangs ~ (in der gegebenen Karte). Die Christoffel- 

Symbole sind nicht die Komponenten eines Tensors. Ihr Transformations- 
(v,~l,°.,~ n) ergibt aich gesotz boim Ueborgang zu einer zweiten Karte 

durch die folgende Rechnung. 

Einerseits gilt 

und anderseits ist 

~ ~'~ 

(2) 

Durch Vergleich mit (2) ergibt sich 

~×~ V~- ~ ~ F ~ 

oder 

- ~  %×~. C~x~ ~c ~-~ ÷ ~x u ~ 

(3) 

(a) 
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k 
Gibt es umgekehrt zu jeder Karte n 3 Funktionen ~-~ , welche sich 

unter Kartenwechsel gem~ss (4) transformieren, so existiert sin eindeu- 

tiger affiner Zusammenhang ~7 auf M , welcher (1) erfUllt. Zu einem 

Vektorfeld X geh~rt das folgende Tensorfeld ~X~'~k3 

~TX ist die kovariante Ableitunq (das absolute Oifferential) von X. 

In einer Karts (U,x I x n) sei 

Es ist 

d . h .  
d / 

(6) 

5.2. Parallelverschiebunq l~ngs einer Kurve 

Es sei ~" ~ ~ sine Kurve auf M . X sei ein Vektorfeld, welches 

auf einer offenen Umgebung yon ~('~> definiert sei. Wir sagen X sei 

au.toparallel l~nqs ~ , falls 

~7~ X = o (?) 

auf ~ . An Stelle von ~ 

leitunq l~nqs ~ ). 

In Koordinaten ist 

schreibt man auch-~/~ (kovariante Ab- 

(8) 

Oiese Formel zeigt, dass ~ nut yon den Werten yon X l~ngs 
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abh~ngt. In Koordinaten lautet (7) 

ZU einer gegebenen Kurve y( t )  und ~ e ~ . 3 ( ~ 4 3  existiert ein 
eindeutiges autoparalleles Feld X({~ l~ngs ~ mit X(~)~ ~(~3 CH3 

und X(@~)~ ~ . Da die Gleichung for X~{~ linear ist, gibt es keine 

Einschr~nkung an t o FOr jede Kurve % und zwei beliebige Punkte 

~(~ und ~(~ gibt es deshalb einen linearen Isomorphismus 

welcher einen Vektor v in %(~.~ in den pa ra l l e l  verschobenen Vektor 
~'C~ in ~(4~) ~berf~hrt (siehe F ig . ) .  

Die Abbildung ~'C~,~ iat die Parallelverschiebun£ l~ngs ~ yon ~ 

nach ~(Jc) • Au$ dem Eindeutigkeitesatz for gew~hnliche Differentialgl. 

folgt 

~.~ = Identit~t (lO) 

Satz 1. X sei ein Vektorfeld l~ngs ~ . Oann ist 

Beweis: Wir arbeiten in einer Karte. Nach Konstruktion erf~llt 

~-{~ -- ~i ~ A)- o > ~ ~ ~C~E~ ~ die Gleichung 

• % • 

Schreiben wit ~,~. K)-e~* = (~,$ '~&& L ~  / so gilt deshalb 

% 

Da ~I~ = ~U~s~A und ~I~s $- ~L~ so folgt 
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( "" 

[] 

5.3, Geod~ten. Exoonentialabbildunq und normale Koordinaten 

Eine Kurve ~ ist eine Geod~t8, falls ~ l~ngs ~ autoparallel ist. 

In Koordinaten bedeutet dies nach (9) 

=o (12) 

Zu gegebenen ~@3 , ~ existiert eine eindeutige maximale Geod~te 

~C~) , wie aus dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz for gew~hnliche 

Differentialgleichungen sofort folgt. Wenn ~ eine Geod~te ist, so 

ist auch ~ ( ~ 2 ~  eine Geod~te mit der Anfangsgeschwindigkeit 

~-~O'~ . Deshalb sind in einer Umgebung V won ~Tx(~ die 

zugeh~rigen Geod~ten f~r ~[0,1] definiert. 0ie Abbildung exp x 

bildet aJ~NJ in den munkt ~(i) ab, wobei ~O~-~J" und ~ 

eine Geod~te ist. 0ffensichtlich ist ~ j ~ ~ ~  . Setzen wir 

darin s = i , so folgt ~-Jq~5"~--~ . Die Abbildung eXPx ist 

in v = 0 differenzierbar *) und aus der letzten Gleichung folgt 

*) da ~ differenzierbar von den Anfangsbedingungen abh~ngt.- 
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f~r jedes 43-~'~-~ ] . Als Anwendung des impliziten Funktionentheorems 

erhalten wit deshalb d~n 

Satz 2. Die Abbildung exp x ist ein Diffeomorphismus von einer Umge- 

bung yon ~ ~T~-{ auf sine Umgebung von ~ ~-~ . 

Dieser Satz erm0glicht die Einf0hrung spezieller Koordinaten. W~hlen 

wir n~mlich in Tx~ sine Basis el,..e n , so k~nnen wir sine Umgebung 

von x eindeutig durch eXPx(Xiei) darstellen. (xl,..,x n) nennt man 

normale oder Gauss'sche Koordinateno Da exp x ~ = ~C~ hat 

~ die normalen Koordinaten x i it i = v , wobei v = v e i . F0r 

diese Koordinaten lautet (12) ~ ~i~3-i ~--- C~ ; deshalb 

gilt ~"~:~ ~ ~--- O . F~r einen symmetrischen Zusammen- 

hang ~ ~ =  ~-~ ~ ist also ~(O~= ~ . 

5.4. Kovariante Ableitunq yon Tensorfeldern 

Wir erkl~ren zun~chst die Parallelverschiebung.~ ~I~ von ~5.2 auch 

f~r beliebige Tensoreno F~r ~ -~'~ definieren wir ~I~,~___T~ 

durch 

oder 

FOr einen Tensor ~ ~ 3 ~  sei 

(13) 

(14) 

Nun sei X ein Vektorfeld und ~) sine Integralkurve yon X mit 

Anfangspunkt p ( ~o'~-" ~) • FSr ein Tensorfeld ~ C ~  defi- 

nieren wir die kovariante Ableitung in Richtung X dutch C~'=~'. 
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Oiese Formel verallgemeinert (ll). /Falls X(p) = 0 setzen wir 

(~Xt)p = 0 ] . F~r eine Funktion ¢~b%~ definieren wit ~=~. 

Proposition 1. ~Z X kann eindeutig zu einer Derivation der Tensor- 

algebra ~'C~ ausgedehnt werden. 

Bgwsis: Offensichtlich ist "1:&~4~.b ---~ ~ ~ _ 3  und 

daraus ergibt sich die Derivationsregel wie folgt: 

0 

Proposition 2. ~ vertauscht mit den Kontraktionen. 

Beweis: Wir beweisen dies f~r den Spezialfall ~-Y~C~J2 k{~C~/ 

~OE ~/-C~'~ ; dsr allgemeine Fall geht v~llig analog. 

Bezeichnet C die Kontraktion, so gilt 

c ~ 2  L v ~ ~  = cL~;~¥~ ~ "~~,") 
ClUb 

Folglich 

Im Limes s - - ~  0 e r g i b t  s i c h  m i t  (15) 

c ~ ~ (ve.bl - v x t c c v e ~ 3  

Anwendun,~: Da nach P r o p o s i t i o n  1 

ist, folgt durah Anwendung der Kontraktion, mit der Proposition 2, 
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eder 

(. ,~ '~  (.,,,,) =,X ~LY')- e(.v%',r) (~)  

Diese Gleichung gibt die kovariante Ableitung einer 1-Form. Beachte, 

dass ~7~(~ ~J~-linear~_ in X ist. Wegen der Derivationseigenschaft 

ist damit ~, auch ~:L~)-linear auf der ganzen Tensoralgebra: 

Durch 

wird deshalb eine Abbildung ~ :  C ~  ~ ~';~I~14'~ 
niert. ~ ist die kovariante Ableitun 9 des Tensorfeldes t . 

Wit bekommen leicht sins allgemeine Formel for ~7~)~-~'~) 

wenn wir die obige Ueberlegung verallgemeinern: 

Mit 1-Formen OJ~ und Vektorfeldern ~. ist 

.... ÷ ~  .... ~ ~  .... ~ , ~ - - . ~ ~ x  ~ 

defi- 

Darauf wenden wir die vollst~ndige Kontraktion an 

Dies gibt die folgende Formel for 

~Vx~? L%--.~ ¥~ e,~--~ . . 5 =  ~ (~ L%--~<-~ ~,~--~ ~,~ - 

Schliesslich geben wir noch die lokalen AusdrOcke for die kovariante 

Ableitung Es sei (U,x 1 • ,...,x n) eine Karte, ~E~" ~]J~ ) 
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Nun gilt 

und 

s o w i e  

4,  

(19) 

oder ~7}( (:L~ I) = - -  X- & (21 )  

Benutzen wir (19) - (21) in (18) for O0,~=~,u----~ ~ so erhalten 

wir for die Komponenten ~'"~P ~k~11"-'~P von ~ : 
&-"&IJ ~ ~-- 4"-"~I 

~b 4 

~---~jk ~---~) ~-"al Index) 

r-~ ~--.L 
--I~A ~m.F.i~ ...... (mit jedem unteren Index) (22) 

Daraus sieht man auch, dass ~ differenzierbar ist. 

Insbesondere gilt for kontravariante und kovariante Vektorfelder 

~b~ = ~b~- ~ ~ (23) 
Ferner verschwindet die kovariante Ableitung des Kronecker-Tensors 

~ijjV ~ O) 
was die Proposition 2 reflektiert. 
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5.5. KrOmmung und Torsion eines affinen Zusammenhanges, 

Bianchi-Identit~ten 

Es sei 
dung 

T (X,Y)  = ~%W-~y~(  - ~..X,,'Y ] 

ein affiner Zusammenhang auf M . Dis Torsion ist die Abbil- 

und die KrOmmunq ist die Abbildung 

(24) 

Beachte 

TC~,~F~=-'~C%~) ) ~(X)~C)----~CY)×) (26) 

Ferner verifiziert man leicht 

Dis Abbildung "~K"C~)* ~)E;C~b.~')~-t"i~ "~C~'Ib3 ( (0~"3~' - "a '%/~ '~"~ 

ist deshalb ein Tensorfeld in = ~ b  , War sog. Torsionstensor. Ent- 

sprechend ist die Abbildung ~)~2X)~-~ ~ ) ' ~ ~ >  ein 

mensorfeld in ~ L ~  • Dieser Kr5mmunqstensor spielt in der ART eine 

uichtige Rolle. 

In einer Karte lauten dis Komponenten des Torsionstensors 

also naoh (1)  T ~  " i . . .~,  i i - ~ , ,  
~,~i = - ,,1" (2?) 

Verschwindet die Torsion, 8o gilt also ~J~----'~ in jeder Karte. 

In Gauss'schen Koordinaten ist deshalb ~"~ ~0~ === 0 (siehe das 

Ends von ~5.3). 

Die Komponenten des KrOmmungstensors sind (beachte die Reihenfolge der 

Indize8) 

_ _ I -  = = -  Cv_~ z ~  
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Wir halten dieses wichtige Resultat fest 

(2~) 

Der Rieci-Tensor ist sine Kontraktion des KrOmmungstensors. Seine Kom- 

ponenten sind 

I ~  ~ ' ~ , ~  ~ ,  ~ ' 

Zur Formulisrung des n~chsten Satzes benStigen wir die folgende Vorbe- 

reitung. Eine ~ -multilinears Abbildung 

kSnnen wir als Tensorfeld ~ ~"~Ca% auffassen= 

Die k o v a r i a n t e  A b l e i t u n g  van K d e f i n i e r e n  w i r  n a h e l i e g e n d s r w e i s e  durch 

Nun i s t  d i e  r e c h t e  S e i t e  nach (18) 

i, 
Nun k~nnen wir uns von (~ wieder befreien und erhalten 

Satz 3. Es seien T und R die Torsion und die KrOmmung eines affinen 

Zusammenhanges ~ . FOr Vektorfelder X, Y, Z gilt die 

1. Bianchi-Identit~t: 

zyklisch 

w 

zyklisch (32) 

und die 
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2° Bianchi-Identit~t : 

zyklisch 

Beweis: Nach (31) gilt 

( ~  c Y ~  = ~ c~ c~',~)') --R (~xY, ~'~- ~ c,<, v×~5 - ~ c~',~'~ v x 

Die zyklische Summe der beiden mittleren Terme ist 

÷ ~Cv~x,x,5 ~- ~ C×) ve'v ) ] 
-- -- E~C~Xy)~ ) ~-~C~2~VX ) + zykl. Vertauschungen ] 

Damit wird die linke Seite von (33) gleich 

~X(~(~;~ )~_~([~)~)_~t)-~.~ + zykl. Vert. 

_ C ~ x , v ~ -  v ~  v x _  v c ,  r -~- a ") v x 

Benutzt man die 3acobi-Identit~t, so f~llt der letzte Term in der zykli- 

schen Summe weg. Oie Obrigen Terme gehen je paarweise, bis aufs Vor- 

zeiehen, durch eine zyklische Vertauschung ineinander Ober und heben 

sich deshalb in der zyklischen Summe weg. Dies beweist die 2. Bianchi- 

Identit~. 

Als n~chstes beweisen wir die 1. Bianchi-Identit~t for T = 0 . 

Dann ist die linke Seite yon (32) 

= V x ~ . V S ~ - ~ _ v c ~ , ~  7 × . ~y,~. ve~t. 

--- EX)~|~- ~ ] + zykl° Vert. = 0 
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5.6, Riemannsche Zusammenh~nqe 

Definition 2. Es sei (~ eine pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit. 

Ein affiner Zusammenhang ist metrisch, falls die Parallelverschiebung 

l~ngs jeder glatten Kurve ~ in M das Skalarprodukt erh~lt: FOr auto- 

parallels Felder ~C~ ~N<'~) !~ngs ~ ist ~ ( ~ ; ~ ( ~  unab- 

h~ngig von t . 

Proposition 3~ 

wsnn 

Der affine Zusammenhang ~ ist genau dann metrisch, 

Nun beweisen wir den wichtigen 

Satz 4. Auf einer pseudo-Riemannschen Mannigfaltigkeit 

Bemerkunq: 

Identit~t 

zu o, m 

Nach (18) ist ~-~-0 gleichbedeutend mit der sog. Ricci- 

(36) 

( ~,~ ) exi- 
stiert genau ein affiner Zusammenhang ~7 , welcher die folgenden Eigen- 

sohaften erfOllt: 

(i) Torsion = 0 (V ist symmetrisch) 

(ii) ~ ist metrisch. 

Beweis: Aus der Ricci-Identit~t (36) und (i) folgt 

Dutch zyklische Permutationen erhalten wir daraus 

Bilden wit (b) + (c) - (a) , so folgt 

ist. 

Beweis: Nach Definition ist der affine Zusammenhang genau dann metrisch, 

w e n n  (f~r alls~%~) 

Wegen der Gruppeneigenschaft for ~I~6, ~ ist dies ~quivalent zur gleichen 

Bedingung for t = s . Letztere ist aber nach (14) und (15) ~quivalent 



63 

Die reohte Seite h~ngt nicht von ~ ab. Da g nicht ausgeartet ist, 

ergibt sich aus (37) die Eindeutigkeit yon V • 

Existenz: Wir definieren die Abbildung ~J: ~--~ ~ , ~0~)= 

rechte Seite von (37). ~0 ist sicher additiv; es ist abet auch "~- 

homogen, ~ = ~  / wie eine einfache Rechnung zeigt. Zur 1- 

Form 63 geh~rt ein eindeutiges Wektorfeld ~.~' mit ~~(~----~(~. 

Die so definierte Abbildung ~: ~)~£~ ~ ' )  erf~llt die 

Eigenschaften eines affinen Zusammenhangs (Definition 1): Die Additivi- 

t~t in Y und Z ist klar, die Homogenit~t in Z prOft man durch 

eine direkte Rechnung. Wir verifizieren die Derivationsregel (fOr 

~ schreiben wir ~/~>) : 

Dies beweist die Derivationsregel 

Der konstruierte affine Zueammenhang hat eine verschwindende Torsion: 

Aus (37) folgt unmittelbar 

Ferner ist die Ricci-Identit~t erfOllt, wie man durch Addition der 

rechten $eiten won (37) for ~ )  ~> -~- ~ ~ X ~ .  > leicht 

sieht. 

Definition 3. Der nach Satz 4 eindeutig definierte Zusammenhang auf 

(~) ist der Riemannsche'Zusammenhan£ (Zusammenhanq von Levi-Civit~). 

Lokale Ausdr5cke: Wir bestimmen die Christoffel-Symbole de8 Riemann- 

schen Zueammenhangs in einer Karte (u,xl,..,x n) . 

setzen wit in (37) ~ - - ~ 2  ~ =  ~ ) ~ = ~  Dazu 
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Proposition 4. Die KrSmmung zum Riemannschen Zusammenhang hat die fol- 

genden zus~tzlichen Symmetrieeigenschaften 

Beweis: Es genOgt, diese Identit~t for Vektorfelder mit paarweise ver- 

schwindenden Lie-Klammern zu zeigen, da man die Relationen nur lokal, 

also z.B. for Basisfelder einer Karte, zu prOfen braucht. 

(40) ist ~quivalent zu 

~ C ~ ~  ~ - -  o (~0,) 

Da ~7 ein Riemannscher Zusammenhang ist, gilt 

und 

Daraus f o l g t  

was (40)  b e w e i s t .  

Auf Grund der  1. B i a n c h i - I d e n t i t ~ t  (32) f o r  T = 0 , i s t  

Aus (40) und der  1. B i a n c h i - I d e n t i t ~ t  f o l g t  ausserdem 

= <'RCv~Ul Y /~ '>  ÷ < '~Cu,  Xb'Y, 2 " >  

(*) 

(**) 
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Addition von (*) und (**) ergibt 

. ~/'P-,CY, o~ k','2- > ~K'P-,Cu, X)"Y, -2-'> 

Wird darin X mit Z und Y mit U ve~tauscht, so kommt 

(~c~u)x;x,> =~qC~,x~u,x,'> ÷<'~C~,uye,'x'> 

Benutz man noch "~,~)=-~CY,~ und (40), so sieht man, dass die 

rechten Seiten der beiden letzten Gleichungen Bbereinstimmen. ~I 

Bemerkunqen. 

I) Mit dem g-Tensorfeld kSnnen wir in einer pseudo-Riemannschen Mannig- 

faltigkeit ~ eindeutig awl ~'~) abbildenj 

#:)ECHb - ; ) E ~  X '~)=~C~,~  -) , e~: ~ e  ~ e ~ E ~ .  
Damit k6nnen wir z.B. einem Feld t~ ~(~ eindeutig ein solches aus 

~ ~4~ zuordnen: 

In lokalen Koordinaten entspricht dies dem Herauf- und Hinunterziehen 

von  I n d i z e s  m i t  dem m e t r i s c h e n  T e n s o r .  

2) Wegen ~2~ ~a~= ~-~ folgt auch ~,.~V.-- 0 (beachte 

Wit wollen die Identit~ten des KrOmmungstensors for einen Riemannschen 

Zusammenhang noch in Komponenten ausdrOcken. Diese lauten 

( ~ = zyklische Summe): 

i 

~'~ , ~ = 0 (1. Bianchi-Identit~t) 

~ ) ~  = 0 (2. Bianehi-Identit~t) 
C~5 

(42a) 

(42b) 

(42c) 

(42d) 

(42e) 
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8eweis: Nach (28) ist 

Oaraus ergibt sich (42c) auf Grund von "~(...~,~')":--'~C~',~31 

(42a) folgt aus der 1. Bianchi-Identit~t (32) fur T = 0 , 

(42b) folgt aus der 2. Bianchi-Identit~t (33) fur T = 0 , 

(42d) und (42e) ergeben sich aus (40) und (41) . 

Kontrahierte 8ianchi-Identit~t 

Bezeichnet ~%~ , wie in (30), den Ricci-Tensor und 

I~= ~ z ~  (~)  

die s kalare Riemannsche Kr~mmunq, so gilt die kontrahierte 

Bianchi-ldentit~t 

Ferner ist der Ricci-Tensor symmetrisch 

Beweis: Die Symmetrie von ~Z~ rolgt aus (vergl. G1.(38)) 

-rid (42~). 
Nun betrachten wir 

Darin benutzen wir die 2. Bianchi-ldentit~t (42b) und erhalten 

Der erste Term rechts ist nach (42c), (42d), sowie (47) gleich 

Der zweite Term ist nach (42d), (47) gleich ~ ~  = ~  

Also g i l t  

Oer Einstein-Tensor ist 

[] 

(46) 

(47) 

C~. = 1~v- - ~ : ~  (~8) 
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Nach (45) erf~llt er die kontrahierte Bianchi-Identit~t 

(~)  

5.7. Die Cartanschen Struktur£1eichunqen 

Es sei M sine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit affinem Zusammen- 

hang ~ . Auf einer offenen Teilmenge U (z.B. dam Bereich einer 

Katie) sei (el,..,en) sine Basis yon C°~-Vektorfeldern und 

( ~l,..., ~n) bezeichne die dazu geh~renda duals Basis yon 1-Formen. 

Wir definieren Zusammenhan£sformen (~/~4(~J) durch die folgenda 

Gleichung 

Die Christoffel-Symbole (relativ zur Basis ~ e i ~  ) 
die folgende Veral~gemeinerung yon (i) 

% 

Damit i s t  
a3= 5 

(5o) 

e rk l~ ren  w i t  durch 

( 5 i )  

Da 

d.h. 

oder 

~ mit den Kontraktionen vertauscht, gilt nach (50) 

• 

Ist ~eine allgemeine 1-Form O~=~O j" @LIE~z~U3 
j 

aus (52) 

(s2) 

( 5 2 ' )  

, so folgt 
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d~ho 

Analog finder man f~r ein Vektorfeld ~--- X ~ 

Die Torsion und die Kr~mmung definieren Differentialformen 

.~r~ , durch 
% 

(s3) 

(s4) 

bzw. 

R (,x,x'?~d - --~i 06 Y5 ~ ;  (~ )  

(~: Torsionsrormen, -~ : Krammungsformen). 

Satz 5. Die Torsions- und KrOmmungsformen erfOllen die Cartanschen 

Strukturgleiohungen 

'~-t-~ A , ~  (s?) 

Beweis: Nach Oefinition und (50) ist 

I 

Daraus folgt G1. (57). Ganz analog leiten wit (58) her. Nach Defini- 

tion und (50) ist 
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- { × ~_Y~-'Y" ~- , - ~  

Vergleich der Komponenten gibt GI. (58). [] 

Wir entwickeln 

(59) 

Gilt 
l • 

(6o) 

Nach (43) stimmt ~.l for Q~-"~/~XL mit den Komponenten des Rie- 

mann-Tsnsors ~berein. GI. (60) definiert disse Komponenteo for sine be- 

liebige Basis 4 ~  • Oiese ergeben sich, mit (59), aus der Kenntnis 

der Kr~mmungsformen. 

Analog ist auch 

X ~ 7 T.= (6o,) 

Proposition 5. 

wenn 

wobei 

Ein affiner Zusammenhang ist genau dann metrisch, 

(6Z) 

Beweis: Nach ~B.6 (Bemerkung zw Prop. 3) ist der Zusammenhang genau 

dann metrisch, wenn die Ricci-Identit~t giit: 
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[] 

FOr einen Riemannschen Zusammenhang haben wir die folgenden Gleichungen 

(0-,  d~ %+- - 

(63) 

L~sunq der Strukturqleichun@en 

Wir entwickeln ~i nach der Basis 04: 
• % % 

~=_ C~, ~A ~ , -  C ~ x - (64) 

Dies, eowie (51) setzen wit in die 1. Cartansche Strukturgleichung 

(2. Gleichung von (63)) ein 

r~3 ~iA O ~ 
Oaraus folgt 

wo~ e;= d~ ist 

Wit setzen ferner 

e~=o  ood dis r ~  

(66) 

sind in ~ symmetrisch]. 

Da nach (51) 

ist, so folgt aus der 1. Gleichung in (63) 

(66) 



71 

~,~ = ~ r~  ÷ ~s~ r ~ . 

Oarin vertausehen wir zyklisch 

B~Zdsn ~ (6~)  + (6~)  - (69)  , so kommt wi t  (6S) 

+ ~  C~ 3 

DiBsB Gleichung multiplizieren wit mit und erhalten 

_ ~%.c ~ - ~ .  c ~ 

BenutzBn wir noch (65), so folgt schliesslich 

(6B) 

(69)  

(vo) 

Wir sstzen 

Damit ist 

In orthonormierten Basen verschwindet die 2. Zeile. 

Nun ist nach (51) 

odgr 

a ~ =  r - ~ , ~  8~^ ~_ ~_ ~ F~q c ~  o~A e ~ 

% • • 

Folglich wird aus de~ 2. Cartanschen Strukturgleichung (3. Gleichung 

in (63)) 
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+ - %  i 

, _ ~ I~I 6 ~ 

Die Komponenten des KrUmmungstensors lauten also 

-1{- ~ -](- 

(71) 

5.8. Die Bianchi-Identit~ten fur die KrOmmunqs- und Torsi onsformen 

Wir bstrachten im folgenden wieder einen beliebigen affinen Zusammen- 

hang ~ auf einsr Mannigfaltigkeit M . ~£~ ~ seisn, wie oben, 

zueinander duals Basen und COI~ bezeichne die Zusammenhangsformen. 

Proposition 6. Unter einer Basistransformation 
% 

transformisrt sich OJ--- ( ~ ) inhomogen: 

~ =  A¢~ A-~-¢IA A "~ 

(72) 

In Matri×schreibweise gilt 

(73} 

Beweis: Nach (52) ist (in einsr offensichtlichen Matrixschrsibweise) 

= a A 0 0  {}-  A ~ ( X 3 0  = ~IAL~'J A -~ ~ -  A ~ { × )  A -~ g 

Oaraus fslgt die Bshauptung. 

Definition. Eine tsnsorwsrti~s p-Form vom Typ (r,s) ist sins multi- 
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lineare Abbildung 

r mal s mal 

Die p-Formen 

sind dis Komponenten der tensorwertigen p-Form (relativ zur Basis ~ ). 

Proposition 7. Zu einer tensorwertigen p-Form, ~ , vom Typ (r,s) gibt 

es sine eindeutige tensorwertige (p+l)-Form, ~ , vom Typ (r,s), wel- 

che relativ zu einer Basis k~ 1 die folgenden Komponenten hat 

c % , ) ~ t *  ~ - ~ " ~  ~,,~_o&....~ ~ ,  . ~- ~tV.-.y., , + .... (f~r jeden oberen Index) 
~a---~ ~,--'~s ~'"3s 

,.t,A~&-- ~ 
--~''~'m"'d~ - '''" (f6r jeden unteren Index) 

(7~) 

Beweis: Es genOgt zu zeigen, dass sich die rechte Seite yon (74) bei 

Basiswechsel ~ ~ = A ~ }  wie die Komponenten sines Tensors 

vom Typ (r,s) transformiert. Da jedes Paar yon oberen und unteren Indi- 

zes in (74) in gleicher Weiss eingeht, betrachten wir sine tensorwertige 

p-Form ~- vow Typ (1,1). Die transformierten Komponenten ~ ~  

sind ~ -- ~ /~ ~-~ . Ferner ist 

oder nach (73), sowie ~ A  A " 4 - - i - ~ d ~  "4 

- ~  = ~ C A ~ A  "~) ~- [ A~A'~- ~{A A "4 -1 A A ~ A  -4 

4-- CA{~-aA-1 A ~' A-~ - &4"~ ~ / ~  E ~ A% dA-~ 7 

- A [~aP+C~Aa~-- {2-De&AC} "-1 A -~ - A C , . ~ ' ) A  --4 E l  
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Die tensorwertige (p+l)-Form ~ in Proposition 7 ist das absolute 

~ussere Differential der tensorwertigen p-Form ~ . 

Spezialf~lle. 

l) F~r sine "gew~hnliche" p-Form (tensorwertige Form vom Typ (0,0)~ 

ist D = d . 

2) FOr eine tensorwertige O-Form t vom Typ (r,s) (d.h. ein Tensor- 

feld ist 

- ~  = ~ (75) 

In der Tat reduziert sioh (74) in einer Koordinatenbasis ~= ~X ~ 
mit Gleichung (51) auf die Formel (22). 

Aus (74) folgt f~r zwei ~ensorwertige Formen trivialerweise die Oeri- 

vationsregel: 

( A : ~ussere Multiplikation der Kompo- 
nenten) 

Bemerkunqen~ 

l) £in Zusammenhang ist genau dann metrisch, wenn ~--~- 0 ist. 

2) Die Basis ~ ist eine tensorwertige 1-Form vom Typ (1,O) . 

Aus ~74) entnimmt man, dass die 1. Strukturgleichung wie folgt ge- 

schrieben werden kann 

Nun k~nnen wir die Bianchi-ldentit~ten in einer sehr kompakten Weise 

formulieren. Offansichtlich sind (~ und -~ tensorwertige 2-Formen 

vow Typ (1,O) bzw. (1,1) (siehe die Definitionen (55) und (56)). 

Proposition 8. Die Torsions- und KrOmmungsformen erfOllen die folgen- 

den Identit~ten 

~ = - ~ i / ~  (1. Bianchi-Identit~t) (76) 

"~-~-~- 0 (2. Bianchi-Identit~t) (77) 

Beweis: Nach (74) und den Cartanschen Strukturgleichungen ist (in 

Matrixschreibweise) 
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Analog ist 

"2)x'2. =d~2.+63A-.('2---~2ACO= ~..C2+ 43Ad&3--d&SA Q3 

und damit 

a,a_.= dta~,+~AC~') = &~A6a-~, ,aa~ 

-b~-~---- o. [ ]  

Wir zeigen, dass (76) und (77) ~quivalent zu den fr~her formulierten 

Bianchi-Identit~ten (vergl° (32), (33)) sind. 

In einer natOrlichen 8asis ~ = ~  laute~ (76) (siehe auch 60')): 

odor 

d . h o  

÷%^ a 

Nun ist aber mit (27) 

und damit 

• V2 "T ~- _ F  ~, - T I  F-s - [ . i  \ 

(78) 

Diese Gleichung g i l t  abe r  i n  jedem 8ezugssystem ( ~ )  und i s t  n i ch ts  

anderes aks die Komponentenform von (32)° 

Ebenso f i n d e r  man aus (77) 
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und dies ist die Komponsntsnform yon (33). 

(79) 

Erq~nzvn9 

Es se i  ~ e ine t e n s o r w e r t i g e  p-Form. Die zwei fache Anwsndung des abso- 

luten ~ussergn Differentials gibt, mit (74) und der 2. Strukturglei- 

chung, sofort 

~ . ¢ , * '  : ~-~A ~v,~""Y + . . . .  
• "~,--.~s ~ - "'a~ (8o)  

Beispiele: 

I) Insbesondsre gilt for sine Funktion 

-~$= o 

ist 

Nach der i. Strukturgleichung ist jedoch -~d~:~:~---~ 

Deshalb ist (beaehte 75) 

und nach dsr Derivationsregsl 

Anderseits ist 

(81) 

dGh. 

2) FOr sin Vektorfeld ~i lautet (80) 
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Durch Ve~gleich ergibt sich 

• i 

FOr ~ = 0 erhalten wir insbesondere 

(82) 

(81') 

(82') 

5.9. Lokal flache Mannigfaltiqkeiten 

Definition. Es seien (M,g), (N,h) zwei pseudo-Riemannsche Mannigfal- 

tigkeiten. Ein Oiffeomorphismus ~°. ~ ~ ~ ist eine Isometrie, 

wenn (~(~ ~ ist. 3ede pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit, welche 

zu ieometrisch 

if_ 

• t I 

ist, nennt man flach. Ist ein Raum lokal isometrisch zum flachen Raum, 

so nennt man ihn lokal flach. 

Satz 6. Ein pseudo-Riemannscher Raum ist genau dann lokal flach, wenn 

die KrOmmung zum Riemannschen Zusammenhang verschwindet. 

Beweis: Ist der Raum lokal flach, so verschwindet die KrOmmung. Um 

dies zu sehen, w~hle man in der Umgebung einee Punktes eine Karte for 

die die Metrik die Form (83) hat. Oann verschwinden die Christoffel- 

Symbole und damit die KrOmmung in der betrachteten Umgebung. 

FOr die Umkehrung verwenden wir den nachfolgenden Satz 7. Danach ist 

for -~&~--- ~ die Parallelverschiebung lokal wegunabh~ngig. Deehalb 

kOnnen wir eine Basis von Vektoren in T~~i-( ,nach allen Punkten 

einer Umgebung von p parallel verschieben. Wir erhalten so lokale 

Baeiefelder ~ , deren kovariante Ableitungen verschwinden. FOr die 

zu ( ~ ) gehSrende duale Basis ( ~ ) ist 

FOr einen symmetrischen Zusammenhang ist aber 
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I 
~--0 . Nach dem Poincare-Lemma existieren deshalb io- 

und 

= -  

Wit halten dieses Ergsbnis fest.(Leite disesa auch ohne Verwendung ei- 

nea geod~tischen Systems he~) 

Folglich ist 

kale Funktionsn ~ V  ~ ~ ~.~ , wit B ~  . 

W~hlen wir die x i ale Koordinaten, so ist ~ / ~ X ~  

Deshalb vsrschwinden die ~ im Ksordinatensystsm ~xi~ identisch 

in einer Umgsbung von p . Ist dsr Zusammenhang spszisll pseuds-Rie- 

mannssh, so folgt (z°B. aus (61)), dass dis mstrischen Koeffizienten 

~ in dsr Umgsbung U konstant sind. Deshalb lassen sie sich in 

einem geeigneten Koordinatensystsm in der Umgebung auf die Normalform 

(83) transformieren. [] 

Satz 7. FOr sinsn affinen Zusammenhang ist die Parallelverschiebung 

genau dann lskal wegunabh~ngig, wenn der KrBmmungstsnsor verschwindet. 

Wir beweisen diesen Satz im Anschluss an die folgends 

hsuristisshe 8etrachtunq~ 

Es sei~: [~4] ~ ~ sin geschlossener Weg, ~CO~=~, Wir ver- 

schieben einsn beliebigsn Anfangsvektor ~oET~ parallel l~ngs~ 

und srhaltsn so dis Schar ~ ~ . ~  ~ ~Y~-F~&~k . Der geschlosss- 

ns Weg sei gsnOgend klein, dass wir in einer Karte arbsiten kSnnen. 

Dann ist ~ - -  ~4~ ~ . Wir interessieren uns f~r 

' = -  x~ ~- 

= _  r ~  ~ a~ ~ = _  ~ ~ i .  (~) 

Wit denken une dae Koordinatensystem geod~tisch im Punkte ~CO~. 

Nun werten wit das Wegintegral (84) for sine infinitesimals 8chleifs 

aus° Dazu benutzsn wit 

M~t dem Stokeslschsn Satz und der 2. Strukturgleichung folgt i wenn f 

eine dutch ~ eingeschlossene Fl~che bezsichnet 
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-. 2__ 
(88) 

In einer heuristischen Weise folgt aus dieser Formel auch der Satz 7. 

FOr diesen geben wir zum Schluss einsn strengen Beweis. 

Beweis yon Satz 7: 

Wir betrachten eine Kurvenschar "~)~) ~ - ~ ) ¢ S ~ " - ~ )  

~2 

Sei ~)-E-~ und ~(~ die Schar von Vektoren, welche man er- 

h~lt, indem man ~- l~ngs ~ '. "~ ~(~p~ , for jedes feste s , parallel 

verschiebt. ~)4 sei das Feld, welches tangential an die Kurven ~ ~  

ist und ~z dasjenige tangential an die Kurven S~---~ ~ )  (fOr je- 

des feste t ) . Mit diesen Bezeichnungen gilt ~c~p~---~j ~ ' ~  

und 

(86) 
Nat~rlich i s t  [DI,D 2] = 0 (Ableitungen nach s und t vertauschen). 

Nun sei die Kr~mmung gleich Null, Dann fo lg t  aus (86) 

d.h. die Schar ~ ~--~VI) ~ ist l~ngs ~ ~ ~(~%~ parallel verscho- 

ben. Aus (85) folgt dann aber 

~"~z~' I.~ ~% '===0 (87) 

Man erh~lt also dasselbe Resultat, wenn man A~" l~ngs dem WegstOck ~A 

oder ~7. (siehe Fig.) parallel verschiebt. 
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Durch Grenz~bergang sieht man, dass die Parallelverschiebung nach q 

unabh~ngig vom Weg ist. 

Umgekehrt sei die Parallelverschiebung lokal wegunabh~ngig; dann 

schliessen wir in umgekehrter Richtung: 

Zun~chst ist dann (87) gOltig und daraus schliessen wir 

und deshalb ist ~ 0 .  

for alle ~ 



TEIL 2 : 

AbLGEMEINE RELATIVITAETSTHEORIE 

Einleitun~ 

Die Entdeckung der allgemeinen Relativit~tstheorie (ART) wurds mit 

Recht sohon oft ale sine der gr~ssten geistigen Leistungen eines einzel- 

nen Menschen gerOhmt. W. Pauli sagte bei der Einweihung der von Hubacher 

gesehaffenen BOste Einsteins hier in ZOrich: 

"Die damals vollendete allgemeine Rela~ivit~tstheorie, anders als die 

spezielle ohne gleichzeitigs Beitr~ge anderer Forscher von Einstein al- 

lein aufgebaut, wird for immer das Musterbeispiel einer Theorie von vol- 

lendeter Soh~nheit der mathematischen Struktur bleiben". 

Lassen Sis mich auch M. Born zitieren: 

"(Die allgemeine Relativit~tstheorie) erschien und ersoheint mir auch 

heute noch ale die gr~sste Leistung menschliohen Denkens Ober die Natur, 

die erstaunliohste Vereinigung von philoeophischer Tiefe, physikalischer 

Intuition und mathematiseher Kunst. Ich bewundere sie wie sin Kunstwerk". 

Dis Entstehung der ART ist umso bemerkenswerter, ale vom Experiment her 

keine Notwendigkeit bestand, Ober die Newtonsche Gravitationstheorie 

hinauszugehen, wenn wit vonder winzigen Periheldrehung dee Merkurs, 

welche nach Abzug aller Bt~rungen in der Newtonschen Theorie noeh uner- 

kl~rt Obrig blieb, einmal absehen. Massgebend for die Entwicklung der 

ART waren allein theoretische Erw~gungen. Das Newtonsche Gravitations- 

geeetz ist - ale sin Fernwirkungsgesetz - mit der speziellen Relativi- 

t~tstheorie (BRT) nicht vereinbar. Deshalb sahen sieh Einstein und an- 

dere Forscher gezwungen, eine relativistische Gravitationstheorie zu 

entwiokeln. Erstaunlicherweise kam Einstein sehr bald zur Ueberzeugung, 

dass die Gravitation im Rahmen der SRT keinen Platz findet° In seinem 

Vortrag "Einiges Ober die Entstehung der allgemeinen Relativit~tstheorie" 

fOhrt Einstein dazu folgendes aus: 

rich kam der L~sung des Problems zum erstenmal einen Sohritt n~her ale 

ich versuehte, des Gravitationsgesetz im Rahmen der speziellen Relativi- 

t~tstheorie zu behandeln° Wie die meieten damaligen Autoren versuchte 

ich, sin Feldgesetz for die Gravitation aufzustellen, da ja die EinfOh- 

rung unvermittelter Fernwirkung wegen der Abscheffung des absoluten 

Gleichzeitigkeitsbegriffs nicht mehr odsr wenigstene nicht mehr in ir- 

gendwie natOrlioher Weiss m~glich war. 
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Das Einfachste war natOrlich, das Laplacesche skalare Potential der 

Gravitation beizubehalten und die Poissonsche Gleichung dutch ein nach 

der Zeit differenziertes Glied in naheliegender Weise so zu erg~nzen, 

dass der speziellen Relativit~tstheorie GenOge geleistet wurde. Auch 

musste das Bewegungsgesetz des Massenpunktes im Gravitationsfeld der 

speziellen Relativit~tetheorie angepasst werden. Der Weg hierfOr war 

weniger eindeutig vorgeschrieben, weil ja die tr~ge Masse eines K~rpers 

vom Gravitationspotential abh~ngen konnte. Dies war sogar wegen des 

Satzes yon der Tr~gheit der Energie zu erwarten. 

Solche Untersuchungen fOhrten aber zu einem Ergebnis, das mich in hohem 

Mass misstrauisch machte. Gem~ss der klassischen Mechanik ist n~mlich 

die Vertikalbeschleunigung eines K~rpers im vertikalen Schwerefeld yon 

der Horizontalkomponente der Geschwindigkeit unabh~ngig. Hiermit h~ngt 

es zusammen, dass die Vertikalbeschleunigung eines mechanischen Systems, 

bzw. dessen Schwerpunktes, in einem solchen Schwerefeld unabh~ngig her- 

auskommt von dessn innerer kinetischer Energie. Nach der yon mir ver- 

suchten Theorie war aber die Unabh~ngigkeit der Fallbeschleunigung von 

der Horizontalgeschwindigkeit, bzw. vonder inneren Energie eines Sy- 

stems nicht vorhanden. 

Dies passte nicht zur alten Erfahrung, dass die K~rper alle dieselbe 

Beschleunigung in einem Gravitationsfeld erfahren. Dieser Satz, der 

auch als der Satz vonder Gleichheit der tr~gen und schweren Masse for- 

muliert werden kann, leuchtete mir nun in seiner tiefsn Bedeutung sin. 

Ich wunderte mich im h~chstan Grade Ober sein Bestehen und vermutete, 

dass in ihm der SchlOssel for ein tieferes Verst~ndnia der Tr~gheit und 

Gravitation liegen mOsse. An seiner strengen GOltigkeit habe ich auch 

ohne Kenntnis des Resultates der schSnen Versuche yon EStv~s, die mir - 

wenn ich mich richtig erinnere - erst sparer bekannt wurden, nicht 

ernsthaft gezweifelt. Nun verwarf ich den Versuch der oben angedeuteten 

Behandlung des Gravitationsproblems im Rahmen der speziellen Relativi- 

t~tstheorie ale inad~quat. Er wurde offenbar gerade der fundamentalsten 

Eigenschaft der Gravitation nicht gerecht ..." 

Im ersten Kapitel werden wit mehrere Argumente anfOhren, die zeigen 

sollen, dass im Rahmen der SRT kein Platz for sine befriedigende Theorie 

der Gravitation ist. 

Nach fast zehnj~hriger hatter Arbeit land Einstein schliesslich die 

ART. Wie sehr mr um diese Theorie gerungen hat, geht aus der folgenden 

8riefetelle yon Einstein an A. Sommerfeld hervor: 
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"... Ich besch~ftige mich jetzt ausschliesslich mit dem Gravitations- 

problem und glaube nun mit Hilfe eines hiesigen befreundeten Mathema- 

tikers (Marcel Grossmann) aller Schwierigkeiten Herr zu werden. Aber 

das eine ist sicher, dass ich mioh im Leben noch nicht ann~hernd so ge- 

plagt habe, und~dass ich grosse Hochachtung for die Mathematik einge- 

flOsst bekommen habe, die ich bis jetzt in ihren subtileren Teilen in 

meiner Einfalt for puren Luxus ansah ~ Gegen dies Problem ist die ur- 

sprOngliche Relativit~tstheorie eine Kinderei... " 

In dar Allgemeinen Relativit~tstheorie (ART) wird die Raum-Zeit-Struk- 

tur dar SRT verallgemeinert. Zu dieser Verallgemeinerung kam Einstein 

auf Grund seines Aequivalenzprinzips, nach welchem sich die Gravitation 

in einem freifallenden, nichtrotierenden System "lokal" we qtransformie- 

ren l§sst. (Im Zeitalter der RaumflOge ist dies zur Selbstverst~ndlich- 

keit geworden.) Dies bedeutet, dass im Infinitesimalen, bezOglich Io- 

kale n Inertialsystemen der besehriebenen Art, immer noch die SRT gilt. 

Die metrische Form der SRT variiert aber in endlichen Raum-Zeit-Gebieten° 

In mathematischer Sprache: Die Raum-Zeit Mannigfaltigkeit wird durch 

eine (differenzierbare) pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit beschrieben. 

Das metrische Feld g ist vonder Signatur *) (+ - - -) und beschreibt 

nicht nut die metrisohen Eigenschaften von Raum und Zeit, sowie deren 

Kausalit~tseigenschaften, sondern zugleich auch das Gravitationsfeld 

und wird damit zu einem dynamischen Element. Die ART unifiziert also 

Geometrie und Gravitation. Es let eine mathematische Tatsache, dass in 

einer Lorentz-Mannigfaltigkeit sich Koordinaten so einf~hren lassen, 

dass in einem gegebenen Punkt x folgendes gilt: 

- 1  0 
(i) (g~ (×)) = -1 

0 -i 

( i i )  g ~ , ~  (x )  = o . 

*) 
In diesem Falle nennen wir die pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit 
eine Lorentz-Mannigfalti~keit. 
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BezOglich sines solchen Bezugssystems ist des Gravitationsfeld lokal 

(bis auf Inhomogenit~ten h~herer Ordnung) wegtransformiert° Die kinema- 

tische Struktur der ART l~sst also lokale Inertialsysteme zu. In diesen 

sollen nach dam Aequivalenzprinzip die bekannten Gesetze der SRT (z.B° 

die Maxwellschen Gleichungen) gelten. Diese Forderung erlaubt es, die 

speziell relativistischen Gesetze auch in Anwesenheit von Gravitations- 

feldern zu formulieren. Das Aequivalenzprinzip diktiert demnach die 

Kopplung yon mechanischen und elektrodynamischen Systemen an ~ussere 

Gravitationsfelder. Mit Hilfe des Aequivalenzprinzips hat Einstein, 

lange vor der Vollendung der Theorie, wichtige Folgerungen abgeleitet 

(z.B° die Rotverschiebung des Lichtes beim Durchgang durch sin Gravi- 

tationefeld). 

Das g-Feld h~ngt von den vorhandenen gravitierenden Messen und Energien 

ab. Diese Abh~ngigkeit findet in den Einsteinschen Feldl~eichunqen, dem 

eigentlichen KernstOck der Theorie, ihren quantitativen Ausdruck. Diese 

Feldgleichungen verkoppeln das metrische Feld mit dam Energie-Impuls 

Tensor der Materie dutch partielle, nicht-lineare Differentialgleichun- 

gen. Einstein hat sis erst nach jahrelangem mOhevollem Suchen gefunden 

und gezeigt, dass sis durch wenige Forderungen (fast) eindeutig bestimmt 

sind. Zugleich konnte er zeigen, dass seine Theorie fBr langsame Bewe- 

gungen der felderzeu~enden Massen und schwache Felder in 1-ter N~herung 

in die Newtonsche Theorie Obergeht, aber in h~heren N~herungen z. Bo die 

Periheldrehung des Merkurs richtig beschreibt. Zu diesen grossartigen 

Errungenschaften bemerkte Einstein einmal: 

"Im Lichte bereits erlangter Erkenntnis erscheint das glOcklich Er- 

reichte fast wie eelbstverst~ndlich, und jeder intelligente Student er- 

fasstes ohne zu grosse M~he. Aber des ahnungsvolle, Jahre w~hrende 

Suchen im Dunkeln mit seiner gespannten Sehnsucht, seiner Abwechslung 

yon Zuversicht und Ermattung und seinem endlichen Durchbreehen zur Wahr- 

heit, das kennt nut, war es selber erlebt hat." 

Die ART hatte auf die waiters Entwicklung der Physik, im Gegensatz zu 

den ursprOnglichen Erwartungen, (zun~chst) wenig Einfluss. Die Theorie 

der Materie und des Elektromagnetismus nahm mit der Quantenmechanik seit 

1925 sine Richtung, welche mit dem Ideenkreis der ART wenig BerOhrungs- 

punkte hat. (Einstein selber, sowie einige andere bedeutende Physiker, 

nahmen allerdings an diesen Entwicklungen nicht tail und hielten am 

klassiechen Feldbegriff feet.) F~r diese Ph~nomene gibt es keinerlei 

Anzeichen, die darauf hindeuten, dass sie nicht im Rahmen der SRT Platz 

linden sollten. 

Die ART wurde in der Folge nut yon einem relativ kleinen Kreis yon 
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haupts~chlich mathematisch orientierten Spezialisten studiert. 

Die ART ist eine sehr spezielle nicht-Abelsche Eichtheorie. Dies zeigt, 

dass die Einsteinsche Gravitationstheorie sehr eng mit modernen Ent- 

wieklungen der theoretischen Physik zusammenh~ngt, hoffen doch zur Zeit 

viele Physiker, dass die heute bekannten fundamentalen Wechselwirkungen 

im Rahmen von nicht-Abelschen Eichtheorien (mSglicherweise unifiziert) 

beschrieben werden kSnnen. 

Die bedeutenden astronomischen Entdeckungen der 50iger und 70iger 3ahre 

haben die ART und die relativistische Astrophysik zu zentralen Themen 

der physikalischen Forschung gemacht. Wir wissen heute, dass es im Welt- 

raum Objekte gibt, die ausserordentlich starke Gravitationsfelder be- 

sitzen. Katastrophale Ereignisse, wie der Kollaps von Sternen oder Ex- 

plosionen in Zentren von Galaxien, erzeugen nicht nur starke, sondern 

auch schnellver~nderliche Gravitationsfelder. Hier findet die ART ihre 

eigentlichen Anwendungen. FUr genOgend massive Objekte gewinnt die Gra- 

vitation, dank ihres universell anziehenden und langreichweitigen Cha- 

rakters frUher oder sp~ter Ober alle anderen Wechselwirkungen. Keine 

noch so repulsiven Kernkr~fte kSnnen den endgUltigen katastrophalen 

Kollaps auf ein schwarzes Loch verhindern. Dabei bilden sich sogenannte 

Horizonte der Raum-Zeit Geometrie, hinter denen die Materie verschwin- 

dst und damit, in einem fur die Physik und Astrophysik realen Sinne, 

aufhSrt zu existieren. Bei diesen dramatischen Ereignissen kommt die 

ART in ihrer ganzen Tragweite - und nicht bloss als kleine Korrektur 

zur Newtonschen Theorie - zur Anwendung. Die wahrscheinliehe Entdeckung 

sines schwarzen Loches im 3ahre 1972 wird deshalb, falls die letzten 

Zweifel beseitigt werden k~nnen, als eines der bedeutendsten Ereignisse 

in die Geschiehte der Astronomie eingehen. 

Unter dem Einfluss der astronomischen Beobachtungen haben die Theore- 

tiker relevante Untersuchungen Ober die Stabilit~t von gravitierenden 

Systemen, den Gravitationskollaps und die Physik der sehwarzen LScher 

gemacht. 



KAPITEL I. OAS AEQUIVALENZPRINZIP 

In der Einleitung wurde bereits angedeutet, dass das Aequivalenzprinzip 

ein Grundpfeiler der ART ist. Dieses Prinzip fOhrt zwangslos zum kine- 

matischen Rahmen der ART und legt die Kopplung von physikalischen Sy- 

stamen an ~ussere Gravitationsfslder weitgehend feat. Dies soll in die- 

sem Kapitel vor allem ausgefShrt warden. 

~i. Charakteristische Eigenschaften der Gravitation 

Die fundamentalen Weohsslwirkungen, welche die heutige Physik kennt, 

lassen sich in vier Klassen einteilen: Die starken und schwachen Wech- 

selwirkungen, der Elektromagnetismus und die Gravitation. Nur die beiden 

letzteren haben sine fangs Reichweite und lassen deshalb fSr makrosko- 

pische Systems als Grenzfall sine klassische Besohreibung zu. (Wir be- 

sitzen hours zwar sine erfolgreiohe Quantenelektrodynamik, aber die 

Quantentheorie der Gravitation ist immer noch ausstehend.) 

1.1. StOrks der Gravitation 

Unter allen vier Wechselwirkungen ist die Gravitation bei weitem die 

schw~chsts. Vergleichen wir etwa die gravitative und die elektromagne- 

tisohe Kraft zwisohen zwei Protonen, so linden wir 

~ .  = 0.8 x 10 -36 

Diese Formal legt es nahe, neben der dimensionslosen Feinstrukturkon- 

stanten O~=~=/~C ~¢4/4~ auch eine "Feinstrukturkonstante der 

Gravitation" einzuf~ihren: 

~4~, ~ 5.9 x 10 -39 

Um die Bedeutung dieser winzigen Zahl vor Augen zu haben, vergleichen 

wit etwa den Bohrsohen Radius Q@ eines H-Atoms mit dem entsprechenden 

gravitativen Radius (Q~Q . Es ist 
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" = 0.5 x lO -8 cm 

lO 31 lO 13 cm~ Lichtjahre>> "Radius des Univensums" 

Die Gravitation wird erst bei relativ grossen Massen wichtig. FOr ge- 

nOgend massive Objekte dominiert sie sogar frOher oder sp~ter Ober alle 

anderen Wechselwirkungen und fOhrt zum Kollaps auf ein schwarzes Loch. 

Man kann zeigen (siehe Kap. VI), dass dies der Fall ist f~r Sterne, de- 

ran Masse gr6sser ist als etwa 

Die Gravitation kann deshalb gewinnen, wail sie nicht nur langreich- 

weitig, sondern auch universell anziehend ist. (Oie elektromagnetischen 

Wechselwirkungen neutralisieren sich dagegen auf Grund der beiden La- 

dungsvorzeichen weitgehend.) Hinzu kommt, dass nicht nur die Materie, 

sondern auch die Antimaterie, die kinetische Energie, eben jade Form 

von Energie Quelle von Gravitationsfeldern ist. Zugleich wirkt die Gra- 

vitation auf jade Form von Energie. 

1.2. Universalit~t der Gravitation 

Seit Galilai wissen wir, dasa alle K~rper gleich schnell fallen. Dies 

bedeutet, dass bei geeigneter Wahl der Massst~be die tr~ge Masse gleich 

der schweren Masse ist (Einstein hat sich Obar diese Tatsache sehr ver- 

wundert; siehe das Zitat in der Einleitung). Die Gleichheit yon tr~ger 

und schwerer Masse ist heute bis auf eine Genauigkeit von 1 in lO 12 ex- 

perimentell geprOft (Bessel, E~tv~s, Dicks, Braginski + Panov). 

Diese bemerkenswerte Eigenschaft legt die G~ltigkeit der folgenden Uni- 

versalit~tseigenschaft nahe. 

Universalit~t: Die Bewegung eines Probek~rpers in einem Gravitations- 

feld ist, bei gegebenen Anfangsbedingungen, unabh~ngig von seiner Masse 

und Komposition (wenn man vonder Wechselwirkung des Spins und des 

Quadrupolmomentes mit dam Gradienten des Feldes absieht). 

In der Newtonschen Theorie ist diese Universalit~t natOrlieh eine Folge 

der Gleichheit von tr~ger und schwerer Masse. Wit postulieren, dass sie 

allgemein gilt, insbesondere auch for grosse Geschwindigkeiten und 
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1.3. Formulierunq des Aequivalenzprinzips 

Die Gleichheit von tr~ger und schwerer Masse ist auch eine experimen- 

tells St~tze des Aequivalenzprinzipso Darunter verstehen wir folgendes: 

(Einsteinsches) Aequivalenzprinzip: Keine lokalen Experimente k~nnen 

ein, in einem Gravitationsfeld freifallendes, nichtrotierendes System 

(lokales Inertialsystem) yon einem gleichf~rmig bewegten System im gra- 

vitationsfreien Raum unterscheiden. Etwas kBrzer kann man auch sagen: 

Oie Gravitation kann lokal weqtransformiert werden. Dies ist dem heuti- 

gen Fernsehzuachauer yon Raumfl~gen eine gel~ufige Tatsache° 

Bemerkungen: 

l) Des Aequivalenzprinzip impliziert unter anderem, dass sich Tr~gheit 

und Schwere nicht eindeutig trennen lassen. 

2) Die gegebene Formulierung des Aequivalenzprlnzips ist etwas vage, da 

nicht so ganz klar ist, was unter iokalen Experimenten zu verstehen 

ist. An dieser Stelle hat das Prinzip noch einen mehr heuristischen 

Charaktero Sp~ter (siehe ~3) werden wir das Aequivalenzprinzip duroh 

eine mathematische Forderung ersetzen, die als eine idealisierte Form 

dieses heuristischen Prinzips aufgefasst werden kann. 

3) Man k~nnte auf den ersten Blick denken, dass die Universalit~tseigen- 

schaft der Gravitation das Aequivalenzprinzip impliziert. Dies ist aber 

nicht so, wie daa folgende Gegenbeispiel zeigt. Man betrachte eine fik- 

tire Welt, in der die elektriache Ladung, bei geeigneter Wahl der Mass- 

st~be, gleich der Masse ist und in der es keine negativen Ladungen 

gibt. Im klassischen Rahmen ist gegen eine solche Theorie nichts einzu- 

wenden und sis erfOllt -nach Definition - die Universalit~t. Das Aequi- 

valenzprinzip ist in dieser Theorie aber nicht erfSllt. Um dies zu se- 

hen, betrachten wir ein homogenes ~-Feld. Oa die Radien und Achsen der 

Spiralbewegungen beliebig sind, gibt es keine Transformation auf ein 

beschleunigtes Bezugssystem, welche dis Wirkung des Magnetfeldes auf 

alle Teilchen gleiohzeitig beseitigt. 

Uebungsaufgabe: Man betrachte ein homogenes elektrisohe8 Feld und frei- 

fallende Teilchen mit e = m . Zeige, dass sin ursprOnglich ruhendes 

Teilohen schneller f~llt ale ein Teilchen, welches sich anf~nglich in 

horizontaler Riehtung bewegt. 
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1,4. Die gravitative Rotverschiebung als Evidenz for die GOltigkeit 
des Aequivalenzprinzips 

Nach dem Aequivalenzprinzip sind alle Effekte sines homogenen Gravita= 

tionsfeldes identisch mit denjenigen in einem gleichf~rmig beechleunig- 

ten System im gravitationsfreien Raum. 

Wir betrachten deshalb zwei Experimentatoren in einem Raumschiff, wel- 

ches sine gleichfSrmige Beschleunigung g aufrechterh~lt. Der Abstand 

zwischen den beiden Beobachtern in Richtung g sei h (s. Fig.). 

I i\\ 

Zur Zeit t = 0 schicke der untere Beobachter ein Photon in Richtung 

des oberen Beobachters ab, Wir wollen annehmen, dass zur Zeit t = 0 

das Raumschiff bezOglich eines Inertialsystems ruht. In der Zeit 

t ~ h/c erreicht das Photon den oberen Beobachter. (Wit vernachl~ssi= 

gen konsequent Korrekturen der Ordnung v/c ). In diesem Zeitpunkt hat 

dieser abet bereits sine Geschwindigkeit v = g t ~ gh/c erreicht. 

Er wird deshalb das Photon mit einer Dopplerverschiebung 

z: = ~/~ ~.~4W/~ j d.h. ~ / ~  beobachten. Nach dem Aequivalenz- 

prinzip ist dieselbe Rotverschiebung auch in einem homogenen Gravita- 

tionsfeld g zu erwarten. In diesem Falls kSnnen wit statt ~ /c a 

auch schreibsn 

~-- ~ ~, Newtonsches Potential (I) 

Die Formel (1) wurde tats~chlich dutch terrestrische Experimente mit 

Hills des MSssbauer Effektes auf i % Genauigkeit best~tigt (Pound + 

Snider 1965), 

Zur Zeit yon Einstein (~ lgll) konnte die VorauBsage (i) natOrlich 

nicht verifiziert werden. Einstein konnte eich abet yon der GOltigkeit 

des Aequivalenzprinzips indirekt Oberzeugen, da die Formel (1) auch mit 

Hilfe einer Ener~iebetrachtunq gefolgert werden kann. 

Wit betrachten dazu wieder zwei Punkte A und B in einem homogenen Gra- 

vitationsfeld g im Abstand h (s. Fig.). 
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Erda ' / / 1 / / / /  
Eine Masse m falle mit der Anfangegeschwindigkeit 0 von A nach B. 

Im Punkte B hat sie (nach der Newtonschen Theorie) eine kinetische 

Energie mgh . Nun stellen wit uns vor, dass die gesamte Energie des 

fallenden KOrpers (Ruheenergie plus kinetische Energie) im Punkte B 

in ein Photon annihiliert wird, Diases Photon bewege sich im Gravita- 

tionsfeld zum Punkte A zurOck. H~tte das Photon keine Wechselwirkung 

mit dam Gravitationsfeld, so kOnnten wires dort wieder in eine Masse m 

verwandeln und wOrden bei diesem Kreisprozess die Energie mgh gewin- 

nan, Um den Energiesatz zu fatten, muss deshalb das Photon nach rot 

verschoben werden. FOr die Photonenergie muss gelten 

~unten = E: oben + ~ = IA4,C + W,~ ~ = ~ oben CA~ c~ 

Dies bedeutet for die Aenderung der Wellenl~nge 

oben ~ unten ~ unten 
45~ = = = 

~unten ~ oben ~ oben 

= 

Dies stimmt in der Tat mit (1) Oberein. 
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~2. Spezielle Relativit~tstheorie und Gravitation 

Einstein hat sehr frSh erkannt, dass die Gravitation im Rahmen der SRT 

keinen (natBrlichen) Platz hat (siehe das Zitat in der Einleitung). In 

diesem Abschnitt wollen wir einige Argumente dafSr anfQhren. 

2.1° Die £ravitative Rotverschiebunq ist mit der SRT nicht vereinbar 

In der SRT zeigt eine i~ngs einer zeitartigen Weltlinie X~(~ mitbe- 

wegte Uhr die folgenden Zeitunterschiede an 

w o  

4 

(1) 

Diese Formel kann in Anwesenheit yon Gravitationsfeldern nicht mehr 

gelten, wie das folgende Argument zeigt. 

Wit betrachten das Rotverschiebungsexperiment im Erdfeld und nehmen an, 

es gebe eine speziell relativistische Theorie for die Gravitation, die 

welter nicht n~her spezifiziert zu werden braucht. FOr dieses Experi- 

ment kSnnen wir alle Massen, ausser der Erde, vernachl~ssigen und die 

Erde bezOglich eines Inertialsystems als ruhend ansehen. In einem Raum- 

Zeit Diagramm (HShe z 5bet der Erde m Zeit) bewegen sich die Erd- 

oberfl~che, d~r Sender und der Absorber l~ngs Weltlinien zu konstantam 

= (s. r i g . ) .  

ct 

J / 
Sender Absorber 

HShe z 
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Der Sender emittiere yon S 1 his S 2 bei einer fasten Frequenz. Die 

Photonen bewegen sich l~ngs Weltlinien, die auf Grund einer mSglichen 

Wechselwirkun9 mit dam Gravitationsfeld keine 45O-Linien zu sein brau- 

chen. Da aber sine statische Situation vorliegt, sind die Weltlinien~l 

und ~2 notwendigerweise parallel. Falls also die flache Minkowski- 

Geometrie gOltig w~re und die Zeitmessung mit der Formel (1) erfolgt, 

so mOsste der Zeitunterschied von S I und S 2 gleich dem Zeitunter- 

sohied von A 1 und A 2 sein. Dann words es aber keine Rotverschiebung 

geben. Dies zeigt, dass zumindest die Formel (1) nicht mehr gelten 

kann. Die Metrik ~ kSnnte aber immer noch konform flach sein (siehe 

~, 2.3).  

2.2. Globale Inertialsysteme lassen sich in Anwesenheit von 
Gravitationsfeldern nicht realisieren. 

In der Galilei-Newtonschen Mechanik und in der SRT zeichnet das Tr~g- 

heitsgesetz eine Klasse von Bezugssystemen (Inertialsysteme) aus, die 

alle gleichberechtigt sind. 

Auf Grund der Universalit~t der Gravitation gibt es - in Anwesenheit 

von Gravitationsfeldern - als ausgezeichneten Bewegungen nur die freien 

Fallbewegungen von (elektrisch neutralen) ProbekOrpern. Oiese erfahren 

abet relative Beschleunigungen. FOr dieee gilt also das Tr~gheitsgesetz 

nieht mehr und wir haben damit keine MSglichkeit, den Begriff des Iner- 

tialsystems in operationeller Weiss zu definieren. Es ist uns somit el- 

ne wesentliche Grundlage der SRT entzogen. 

Wit haben keinen Grund mehr, die Raum-Zeit durch einen linearen Raum 

zu beschreiben. Die affine Struktur (im Sinne der linearen Algebra) 

der Raum-Zeit Mannigfaltigkeit in der Galilei-Newtonschen Mechanik und 

in der SRT wird ja gerade durch das Tr~gheitsgesetz nahegelegt. 

2.3. Die Bedeutun~ der Lichtablenkunq 

Aus dam Aequivalenzprinzip scheint, bei oberfl~cher Betrachtung zu fol- 

gen, dass das Licht in Gravitationsfeldern abgelenkt wird. Oas Argu- 

ment verl~uft wie folgt. Wir betrachten den berOhmten freifallenden 

Lift yon Einstein in einem Liftschacht auf der Erda. In der Kabine wer- 

de ein Lichtstrahl senkrecht zur Bewegungsrichtung ausgesandt. Nach dem 

Aequivalenzprinzip muss sich dieser innerhalb der Kabine (auf diese be- 

zogen) geradlinig fortpflanzen. Da aber der Lift bezOglich der Erda be- 

schleunlgt ist, wird sich der Lichtetrahl bezOglich der Erde parabolisch 

fortpflanzen ? 

Das Fragezeichen soll andeuten, dass wit mOglicherweise einem Trug- 

schluss zum Opfer gefallen sind. Wit warden sparer sehen, dass sich 
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eine Theorie formulieren l~sst, die das Aequivalenzprinzip erfOllt, in 

der es abet keine Lichtablenkung gibt. Wo steckt der Fehler, bzw. wo 

werden versteckte Zueatzannahmen gemacht ? 

Empirisch gibt ee aber jedenfalls sine Lichtablenkung. (Im folgenden 

kommt es nicht auf die GrSsse des Effektes an.) Dies impliziert, dass 

die Metrik (falls sine solche "existiert") in Anwesenheit von Gravita- 

tionsfeldern nicht konform flach sein kann, d.h. sis kann sich nicht 

yon der flachen Metrik blocs um sine ortsabh~ngige Skalenfunktion unter- 

scheiden. Eine Metrik der Form ~C.~=~K~)~ (in geeigneten Ko- 

ordinaten) definiert n~mlich denselben Lichtke~el wie ~w und steht 

deshalb im Widerspruch zur empirischen Lichtablenkung. 

2.4. Gravitationstheorien im flachen Raum 

Trotz der bereits vorgebrachten Argumente kann man sich fragen - und 

das haben manche Leute getan - wie weit man mit einer Gravitations- 

theorie im Minkowski-Raum, etwa nach dem Muster derElektrodynamik 

kommt, auch wenn man die Unbeobachtbarkeit der flachen Metrik zugibt. 

Solche Versuche haben gezeigt, dass sich bei konsequenter DurchfOhrung 

am Ende die flache Metrik eliminieren l~sst und die Theorie durch eine 

"krumme" Metrik beechrieben werden kann, welche sine direkte physika- 

lische Interpretation hat. Oie ursprOnglich postulierte Poincar~-Inva- 

rianz erweist sich als physikalisch bedeutungslos und spielt Oberhaupt 

keine nOtzliche Rolle in der Theorie (s~ehe dazu [21 ]. 

Zusammenfassend l~sat sich folgendes sagen: 

In Anwesenheit yon Gravitationsfeldern haben wit nicht mehr die MSglich- 

keit, den Minkowski-Raum empirisch zu realisieren. Verlangt man daher 

yon der Theorie, dass die in ihr auftretenden BestimmungsstOcke eine 

empirisch verifizierbere Bedeutung haben, so ist es sinnvoll, die Aus- 

sagen nicht auf einen unbeobachtbaren Minkowski-Raum zu beziehen, son- 

dern auf die wirklichen Bahnen yon Massenpunkten, Lichtstrahlen, etc. 

Bei all diesen Ueberlegungen soli man abet nie vergessen, dass sich ei- 

ne Theorie nicht aus dem empiriechen Material deduzieren l~sst. In die- 

sam Zusammenhang sind die folgenden Worte yon Einstein bedenkenewert: 

"(Der Wiseenschafter) erscheint ale Realist insofern, als er eine ~on 

den Akten der Wahrnehmung unabh~ngige Welt darzustellen sucht; als 

Idealist insofarn, ale er die 8egriffe und Theorien ale freie Erfin- 

dungen des menschlichen Geistes ansieht (nicht logisch ableitbar aus 

dem empirisch Gegebenen); als Positivist insofern, als er seine Begriffe 

und Theorien nut insowelt for begrOndet ansiaht, ale sie eine iogische 
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Darstellung yon Beziehungen zwischen sinnlichen Erlebnissen liefern. 

Er kann sogar als Platoniker oder Pythagor~er erscheinen, insofern er 

den Gesichtspunkt der logischen Einfachheit als unentbehrliches und 

wirksames Werkzeug seines Forschens betrachtet." 

(A. Einstein) 

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir in srster Linie eine po- 

sitivistische Haltung eingenommen. Die anderen Einstellungen werden im 

Laufe der Vorlesung alle auch zu ihrem Recht kommen. 
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~3. Raum und Zeit als Lorentzsche Mannigfaltigkeit. 
Mathematische Formulierung des Aequivalenzprinzips. 

"Es muss also entweder das dem Raume zugrunde liegende Wirkliche eine 

diskrete Mannigfaltigkeit bilden, oder der Grund der Massverh~Itnisse 

ausserhalb, in darauf wirkenden bindenden Kr~ften, gesucht werden". 

(B. Riemann) 

Die Ueberlegungen yon ~2 haben gezeigt, dass sioh Raum und Zeit in 

Anwesenheit von Gravitationsfeldern nioht durch einen Minkowski-Raum 

darstellen l~sst. Da aber nach dem Aequivalenzprinzip infinitesimal 

immer noch die SRT gBltig ist, wird in jedem Punkt sin metriecher Ten- 

sor ausgezeichnet sein. Dieser Tensor ~(X~ wird aber yon Punkt zu 

Punkt so variieren, dass es nicht m~glich sein wird, ein Koordinaten- 

system zu linden, in welchem @~(_~ gleich ~ in einem endlichen 

Raum-Zeit Gebiet ist. Dies wird nur dann mSglich sein, wenn keine ech- 

ten Gravitationsfelder vorhanden sind. 

Wir postulieren also: 

Das mathematische Modell for Raum und Zeit (d.h. fur die Men~e der Er- 

eiqnisse) in Anwesenheit von Gravitationsfeldern ist eine pseudo-Rie- 

mannsche Manniqfaltiqkeit M T deren Metrik q die qleiche Siqnatur 

wie die Minkowski Metrik hat. 

Des Pear (M,g) nennen wir eine Lorenzt-Mannigfaltigkeit. (FUr pr~zise 

Definitionen siehe Tell l, Ends von ~2°) 

Die Metrik g legt, ~hnlich wie im Minkowski-Raum, die Kausalit~tsver- 

h~ltnisse fest: Die im Weltpunkt X~ abgeschickten Lichtsignsle er- 

zeugen dis Mantelfl~che dee Vorkegels zu g (siehe ~4ol). (Die Aus- 

zeichnung dee Vorkegels gegenUber dem Nachkegel sei in stetiger Weise 

m~glich, d.h. die Mannigfaltigkeit sei zeitlich orientierbar.) Entspre- 

chend ist der Tangentialvektor fSr die Weltlinien ~ eines Massen- 

punktes zeitartig und im Vorkegel f~r jeden Punkt ~(~ (s. Fig.). 

Lichtkegel 

P: Weltlinie sines Teilchene 
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Die Mstrik g interpretieren wir zugleich als Gravitationsfeld (bzw. 

Gravitationspotential). 

Des Gravitationsfeld I die metrischen Eiqenschaften und die Kausalit~ts- 

verh~itnissm von Raum und Zeit werden in der ART durch sin und dieselbe 

GrSsse q beschrleben. 

In einer Lorentz-Mannigfaltigkeit gibt es im allgsmeinen keine ausge- 

zeichneten Koordinatensysteme (ausser in besonders symmetrischen Situa- 

tionen). Es ist deshalb eine selbstverst~ndliche Forderung, dass die 

physikalischen Gesetze kovariant sind gegenBber der Gruppe K(M) yon 

differenzierbaren (z.Bo ~ ) Koordinatentransformationen, im Sinne der 

folgenden 

Definition: Ein Gleichungssystem ist kovariant bezOglich K(M) (wir 

sagen start dessen auch allgemein kovariant), falls zu jedem Element 

yon K(M) den in den Gleichungen vorkommenden GrSssen neue Gr~sssn so 

zugeordnet werden kSnnen, dass 

(i) die Zuordnung die Gruppenstruktur von K(M) respektiert; 

(ii) such die transformierten GrSssen (mit den ursprOnglichen) dab 

gegebene Gleichungssystem erfOllen. 

Nur allgemein kovariante Gesetze haben eine intrinsische Bedeutung in 

der Lorentz-Mannigfaltigkeit. Mit einem geeigneten KalkOl lessen sich 

solche Gesetze auch koordinatenfrei formulieren. 

Es ist sine mathematische Tatsache (siehe Tell l, ~5.3), dass in der 

Umgebung jedes Punktes x ° ein Koordinatensystem (geod~tisches, oder 

normales System) existiert, mit 

Ein solches System interpretieren wit als iokales Inertialsystem. Die 

Metrik g beschreibt das Verhaiten yon Uhren und Masest~ben in diesem 

Iokalen Inertialsystem, genauso wle in der SRT. (Diese Bemerkung ist 

z.B. in ~6 sehr wichtig.) In ihm soilen for elektrodynamische, mecha- 

nische und andere Systems lokai die Ublichen spezieii-relativistischen 

Gesetze geiten. Die Form dieser Gesetze in einem beliebigen System ist 

dutch die folgenden beiden Forderungen weitgehend bestimmt (awl geulsse 

Rehrdeutigkeiten warden wit in ~4 eingehen) : 

(AI) Die Gleichungen dOrfen, neben der Metrik und ihren Ablei- 

tungen, nut Gr~ssen enthalten, die schon in der speziell- 
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*) 
relativistischen Form vorkommen 

(A2) Sis mBssen allgemein kovariant sein und sich in einem geo- 

d~tischen System (3) auf die speziell-relativistische Form 

reduzieren. 

Die Forderungen (A1) und (A2) drOcken in mathematischer Weiss das 

Aequivalenzprinzip aus. 

Es ist also nicht gestattet, ausser ~ noch ueitere "~ussere" 

(absolute) Elemente~ uie z.B. sine yon g unabh~ngige flache 

Metrik zu benutzsn. 
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~4. Die physikalischen Gesetze in Anwesenheit yon Gravitations- 
feldern 

Wit machsn nun Gebrauch vonder mathematischen Formulierung des Aequi- 

valenzprinzips, wis sis im letzten Abschnitt gegeben wurde. Am Schluss 

dieses Paragraphen werden wir auf m~gliche Mehrdeutigkeiten singehen. 

Im folgenden wird der Begriff der kovarianten Ableitung sines Tensor- 

feldes vorausgesetzt (siehe Teil l, ~5.1-6). 

4.i. Bewegungsgleichung sines Probek~rpers im Gravitationsfeld 2 
Bahnen yon Lichtstrahlen 

In einem lokalen Inertialsystem um den Punkt ~6~ gilt for die Bahn 

~(~ sines Probek~rpers durch p , der keinsn ~usseren (nichtgravita- 

tiven) Kr~ften unterworfen ist, nach dem Aequivalenzprinzip die Glei- 

chung ~ 

~- = 0 (in p ) , (i) 

wenn s die Bogenl~nge ist, d.h. falls gilt 

(2) 

Mit den Christoffel Symbolen 

(3) 

k8nnen wit s ta t t  (1) im Punkte p (da ~'~--_.0) auch schreiben 

o ~ ~ (4) 

Oiese Gleichung (Gleichung einer Geod~te) ist abet allgemein kovariant 

und gilt folglich in jedem System und auch in jedem Punkt der Bahn (da 

p beliebig ist), Beachte, dass die Bedingung (2) mit (3) vertr~glich 

ist. Aus (4) folgt n~mlich (Uebungsaufgabe) 

~0~ --0 

FOr die Bahnen yon Lichtstrahlen ergeben sich, mit denselben Argumenten, 

die folgenden Gleichungen, wenn ~ sin affiner Parameter ist 
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p l+. axP o (s) 

(~) 

Nach dem Gssagten ist (5) mit (6) vertr~glich. 

Gleichung (4) kann man ale Verallqemeinerun 9 des Galileischen Tr~gheits- 

qesetzee in Anwesenheit yon Gravitationsfeldern ansehen. In dieser Form 

hat man es nicht n6tig, die tr~ge und die schwere Masse einzufOhren, 

bloss um sie sp~ter wieder zu identifizieren. Auf diese Weise wird ein 

gewisses magisches Element der Newtonschen Theorie beseitigt. 

4.2. "Energie-lmpuls Erhaltung" in Anwesenheit eines (~usseren) Gravi- 
tatiensfeldes. 

In dsr SRT gilt for den gnergie-lmpuls Tensor, -['~, einas abgeschlos- 

senen Systems der Erhaltungssatz 

"T'P~ ---- 0 

In Anwesenheit eines g-feldes definieren wit das entsprechende Tensor- 

feld Ober (M,g), so, dass es sichin einem lokalen Inertialeystem auf 

den speziell-relativistischen Ausdruck reduziert. 

Beispiel: FOr eine ideale FlOssigkeit ist for c = i : 

"T~= ~P+~b u~u ~-- ~ ~ (71 

p der Oruck, ~ die Energiedichte und ~P des Geschwindig- Hier ist 

keitsfeld, mit 

(Eine allgemeine Konstruktion yon T ~ im Rahmen eines Lagrangeschen 

Formalismue uerden wit sp~ter besprechen,) 

In einem lokalen Inertialsystem um den Punkt ~EH gilt nach dem Aequi- 

valenzprinzip 

T~.3>~o~ , in p o 
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start dessen k~nnen wir schreiben 

-~--" 0 ~ , in p , 

wo der $trichpunkt die kovariante Ableitung des Tensorfeldes bezeich- 

net. Diese Gleichung ist abet allgemein kovarient und gilt folglich in 

einem beliebigen Koordinatensystem 

I' o J (g) 

Wit entnehmen diesem Beispiel: 

Die physikalischen Geeetze der SRT ~ndern sich in Anwesenheit yon Gra- 

vltationsfeldern lediglich dadurch, dass gewShnliche Ableitungen durch 

kovariante Ableitungen ersetzt werden (Kommas ~ Strichpunkte). 

Dies ist der Ausdruck des Aequivalenzprinzips. Die Kopplung des Gravi- 

tationsfeldes an physikalische Systeme ist damit in denkbar einfacher 

Weise festgelegt. 

Die Gleichung (9) kann wie folgt geschrieben werden: 

Nach allgemeinen Regeln ist 

T~ ~. .-i-~x 
j und f o l g l i c h  

*) FOr die Determinante g gilt, da ~@~ der Minor yon ~ iet, 

Folglich ist 
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wobei g die Determinante von (~p) bezeichnet. Damit ist GI. (9) 

~quivalent zu 

Auf Grund des 2. Terms in (lO) ist dies kein Erhaltun~ssatz: Wir kSn- 

nen mit (lO) keine erhaltenen Integrale bilden. Dies ist auch nicht zu 

erwarten, da des betrachtete System mit dem Gravitationsfeld Energie 

und Impuls austauschen wird. 

FOr den Ausdruck (7) sind die Gleichungen (9) (bzw. (lO)) die hydro- 

dynamischen Grundgleichungen fSr eine ideale F1Ossigkeit in einem Gra- 

vitationsfeld. 

Die Gleichung (9) wird bei der Aufstellung der Feldgleichungen fBr das 

g-Feld eine wichtige Rolle spielen. 

4.3. Elektrodynamik 

Die Maxwellschen Gleichungen lauten (fOr c = i), in Abwesenheit yon 

Gravitationsfeldern, 

(ll) 

(12) 

t/O 

\ ~-I~ ~ 0 

und ~ der 4er-Strom ist 

(13) 

(14) 

In Anweeenheit eines g-Feldes definieren wit ~-~ und ~ so, dass sie 

sich (i) uie Tensorfelder transformieren und (2) in lokalen Inertial- 

systemen auf die speziell-relativistischen AusdrOcke (13) und (14) redu- 

zieren. 
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Mit denselben Argumenten wie in ~4.2 lauten deshalb die Maxwsllsohen 

Gleichungen in Anwesenheit eines g-Feldes 

~-~.~ = _ ,,,-,-~.~ c~.~ 

wobei jetzt 

= ~m : ~ r  ~ ~ e  (17) 

Da ~ und ~m~ antisymmetrisch sind, kSnnen wir auch schreiben 
l (Uebung): 

~,,~, + ~, / ,  ~_ ~,~,~, = o 

(18) 

(19) 

Aus (15) oder (18) folgt der Erhaltungssatz 

oder 

Die Gleichung (19) ist nach dem Poincar~ Lemma (siehe Teil i, ~ 4) die 

Integrabilit~tsbedingung for die lokale Existenz von elektromagnetischen 

Potentischen , ~  , 

5 -  = # , : " -  A~ c=~ 

In diesen lautet (15) 

(23) 

Der Energie-Impuls Tensor des elektromagnetischen Feldes lautet 

4"1'I" 

Entsprechend Obertr~gt sich die Lorentzsche Bewegungsgleichung for ei- 

nen geladenen Massenpunkt 
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(2s) 

Die Strom-Form, "~ , ist definiert durch 

i ~tF = o '] (2?) 

(28) 

Da ( v g l .  T e l l  1, ~ 4 . 6 . 3 )  das C o d i f f e r e n t i a l  d ie  £olgende Koord ina ten-  

d a r s t e l l u n g  

hat, so k~nnen die inhomogenen Maxwellgleichungen so geschrieben werden 

Dies ist genauso wie in der SRT, lediqlich die *-Operation ~ndert ihre 

Bedeutun~. 

Mit ~@~=0 folgt aus (29) die Stromerhaltung 

o (30) 

61. (27) impliziert (Poinoar~ Lemma), dase lokal ein Potential 

F - & A  (3l) 

exietiert. 

Formulierunq der ED im schiefen Kalk~l 

Ee sei F die 2-Form 

Die homogenen Maxwel l  Gleichungen (19) lassen s ich  wie f o l g t  schre iben 
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4.4. Mehrdeutiqkeiten 

Im Anschluss an (23) mSchten wir auf gewisse Mehrdeutigkeiten hinweisen, 

welche in der Anwendung dee Aequivalenzprinzips auftreten kSnnen. 

Im flachen Raum lautet (23) 

Oa partielle Ableitungen miteinander vertauschen, kSnnen wit auch 

schreiben 

(32) 

(33) 

Ersetzen wit abet in (32) und (33) Kommas dutch 5trichpunkte, so erhal- 

ten wir verschiedene Gleichungen, n~mlich 

(32') 

(33') 

Kovariante Ableitungen vertauschen aber nicht ~ Es ist (siehe Tell i, 

Ende yon _~5.8) 

wo I~ der Rioci-Tensor ist. Anstelle yon (33') k~nnen wit deshalb 

auch schreiben 

GegenUber (33') ergibt sich also der Zusatz "~A ~ , uelcher 2. Ablei- 

tungen yon ~ enth~it. 

Da kovariante Ableitungen nicht miteinander vertauschen, "existlert also 

beim Uebergang yon der SRT zur ART grunds~tzlich eine Mehrdeutigkeit 

for Gleichungen, die hShere Ableitungen enthalten. Diese Mehrdeutigkeit 

hat eine gewisse Analogie mit der Frage der Reihenfolge yon Operatoren 

beim Uebergang yon der klassischen Mechanik zur Quantenmechanik. 

In der Praxis ergeben sich aber kaum Unsicherheiten. So soll man z.B. 

nlcht (32) als eine fundamentale Gleichung ansehen, die es zu Obersetzen 

gilt, sondern die ursprQngliche Maxwellschen Gleichungen (ll) und (12). 

Ein allgemeines Rezept l~sst sich abet nicht geben. 
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Um den Anschluss an die Newtonsche Theorie herzustellen, betrachten wit 

sin Teilchen, welches sich langsam in einem schwachen Gravitationsfeld 

bewegt. 

FOr sin schwaches Feld kSnnen wir sin Koordinatensystem einfOhren, des 

global fast Lorentzsch ist. In diesem gilt 

In diesen Koordinaten Net f~r sin langsam bewegtes Teilchen dx°/ds~ i 

und in (4.4) dOrfen wit dxi/ds, i = 1,2,3 gegen dx°/ds vernaohl~ssi- 

gen und erhalten 

I 

Es kommen also nut die Komponenten ~@0 in der Bewegungsgleichung vor. 

Nun ist abet 

- - E  - , jo (3) 

3etzt nehmen wit zus~tzlich an, dass das Gravitationsfeld stationer 

oder quasistation~r ist° Osnn dOrfen wir den 2. Term rechte in (3) ver- 

nachl~ssigen und erhalten aus (2) und (3) for ~ = (xl,x2,x3) 

- 

Dies stimmt mit dem Newtonschen Bewegungsgesetz 

Oberein, wenn hoD = 2~ + const, ist. 

Da ~ und h welt weg yon allen Massen verschwinden, ist 
O0 

(4) 

(s) 

wobei wit for einmal c wieder eingesetzt haben. Der Raum ist danach 

erst stark gekrOmmt, wenn ~/c 2 nicht sehr viel kleiner als i ist. 

GI. (5) ~igt, dass im Newtonschen Grenzfall nut die Komponente god 

der Metrik sine Rolls spislt. Dies bedeutet nicht, dass die anderen 

Komponenten yon h~ im Verglaich zu hoe klein sind. 
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Einige Zahlen: 

i0 -9 

i0 -5 

10 -4 

i0_i 

10 -39 

auf der Oberfl~che der Erde 

. " " der Sonne 

" " " eines weissen Zuerges 

,, " " eines Neutronensternes 

" " " Sines Protons 

Aus den Einsteinschen Feldgleichungen wird in Newtonscher N~herung 

auch die Laplace Gleichung for ~ folgen. 
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~6. Die Rotverschiebung in statischen Gravitationsfeldern 

Wit betrachten zun§chst sine Uhr in einem beliebigen Gravitationsfeld, 

welche sich l~ngs einer beliebigen zeitartigen Weltlinie (nicht notwen- 

dig in freiem Fall) bewegt. Von einem momentanen lokalen Inertialsystem 

aus gesehen wird (nach dem Aequivalenzprinzip) der Gang dieser Uhr durch 

des Gravitationsfeld nicht ge~ndert. Sei At die Periode zwischen zwei 

"Schl~gen" einer, bezOglich eines Inertialsystems ruhenden Uhr, in Ab- 

wesenheit sines Gravitationsfeldes. Im betrachteten iokalen Inertial- 

system ~ gilt dann for die Koordinatendifferentiale zwischen 

zwei Schl~gen 

In einem beliebigen Koordinatensystem gilt offensichtlich 

Also ist 

we dt = dx ° das Zeitintervall zwischen zwei Ohrenschl~gen bezOglich 

des Systems ~ bezeichnet. Falls die Uhr bezOglich dieses Systems 

ruht (dxi/dt = O) , so gilt insbesondere 

= 

Oies i s t  f o r  jede Uhr wahr. Oeshalb k~nnen w i r  d ie  Formel (1)  oder (2)  

n i c h t  l o k a l  v e r i f i z i e r e n .  Wi r  k~nnen a b e r  d i e  Z e i t d i l a t a t i o n e n  i n  z w e i  

verschiedenen Punkten miteinander vergleichen. Dazu spezialisieren wir 

die Diskussion auf sin station~res Feld. Die Koordinaten x~ seien so 

gewQhlt, dass die ~F~ t-unabh~ngig sind. Nun betrachten wir zwei ru- 

hende Uhren in den Punkten 1 und 2. (Man Oberzeuge sich, dass die Uhren 

such in jedem anderen Koordinatensystem ruhen, bezOglich welchem die 

~ zeitunabh~ngig sind. Der Begriff "in Ruhe" hat for ein statio- 

n~res Feld eine intrinsische Bedeutung (fOr eine geometrische Diskus- 

sion siehe .~bg)). 

Vom Punkt 2 werde sine periodische Welle ausgesandt. Da das Feld sta- 

tioner ist, ist die Zeit (bezOglich unseres adaptierten Koordinaten- 

systems), welche sin Wellenbuckel for die Reise von 2 nach 1 braucht, 
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*) 
konstant . Die Zeit zwischen der Ankunft von aufeinanderfolgenden 

Wellenbuckeln in iist also gleich der Zeit dt 2 zwischen ihrem Ab- 

gang in 2, d.h. naoh (2) 

Betrachten wir anderseits denselben AtomObergang in i, dann ist nach 

(2) die Zeit dt I zwischen zwei Wellenbuckeln, welche in i beobachtet 

werden 

FOr einen gegebenen AtomObergang ist deshalb das Uerh~Itnis der in i 

beobachteten Frequenzen for das Licht von Punkt 2 zu dem von Punkt 1 

gleich 

FOr schwache Gravitationsfelder: 

wir for /k~/~ == "~*-I~4- 4 

(3) 

erhalten 

(4) 

Oies stimmt mit unseren frOheren Ergebnissen Oberein. 

Als Beispiel wenden wit (4) auf das Licht yon der Sonne an, wenn dieses 

auf der Erde beobachtet wird. FOr die Sonne erh~it man ~(D = - 2.12xlO ~ . 

Oagegen ist das Gravitationsfeld auf der Erde vernachl~ssigbar. Wit er- 

halten also eine Rotverschiebung yon 2 Teilen in einez Million. Dies 

ist aber schwierig zu beobachten, da thermische Effekte (Doppler-Ver- 

schiebung) die gravitative Rotverschiebung Oberdecken. Wie schon er- 

w~hnt) konnte abet die Rotverschiebung terrestrisch sehr genau nachge- 

wiesen werden. Wit werden in ~g die Rotverschiebung mit differential- 

geometrischen Methoden wesentlich eleganter nochmals ableiten. 

~) 
Aus 

@,o 
Die erw~hnte Zeit ist gleioh dem Integral der rechten Seite von 2 bis i 
und also konstant. 
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~7. Das Fermatsche Prinzip for statische Gravitationsfelder 

Wit wollen im folgenden die Bewegung von Lichtstrahlen in einem stati- 

schen Gravitationsfeld genauer studieren. Ein statisches Feld ist da- 

dutch charakterisiert, dass bei Benutzung geeigneter Koordinaten die 

metrische Form wie folgt spaltet 

~C= ~ooC~ ~+ ~c~51 ~ &x ~ (1) 

Es gibt also keine nichtdiagonalen Elemente ~e~ und die ~ sind 

yon t unabh~ngig. (Wir werden in ~9 eine intrinsische Definition 

eines statischen Feldes geben.) 

FOr die Bewegung yon Lichtstrahlen X~(~ gilt, falls 

Parameter ist, das Variationsprinzip (Uebungsaufgabe) 

4 

ein affiner 

(2) 

wobei  b e i  der  V a r i a t i o n  der  Bahn d i e  Enden f e s t z u h a l t e n  s ind°  Fe rne r  

haben w i t  d i e  G le ichung  

(3) 

Die M e t r i k  s e i  j e t z t  yon der  Form ( 1 ) .  Zun~chst v a r i i e r e n  w i t  nut  t ( ~ )  

Z. 7. 

4 ~-~ 

(4) 

Oas Variationsprinzip (2) impliziert deshalb 

~ . ~ = konst 
~x 

Wir w~hlen ~ so, dass 
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ct~, 

Nun betrachten wit sine allgemeine Variation der Bahn X ~  ~ bei der 

nut die Enden der r~umlichen Bahn X~ festgehalten werden, abet 

5t = 0 an den Enden fallengelassen wird. FOr eine solche Variation er- 

halten wir aus (4) und (5), wenn wir das Variationsprinzip (2) benutzen, 

I , - • = (6) 

4 ~ ,/.+~ ,4 

Wird die variierte Bahn insbesondere gleichfalls uie die ursprOngliche 

mit Lichtgeschwindigkeit durchlaufen, so ist die links Seite yon (5) 

gleich Null und for die variierte Bahn gilt ebenfalls 

~J~ ~ ~ ~ . j  (7) 

(~1 3-dimensionale Riemannsche Metrik). 

Nach dem Gesagten ist 

Dies ist das Fermatsche Prinzip der raschesten Ankunft. Dutch die 2. 

Glsichung in (9) wird die r~umliche Lags des Lichtstrahles festgelegt. 

In dieser Formulierung ist die Zeit ganz eliminiert; sie gilt for sin 

beliebiges StOck der Bahn des Lichtstrahles, wenn dlese im Raum unter 

Festhalten der Enden beliebi 9 variiert wird. 

Der Vergleich mit dem Fermatschen Prinzip in der Optik zeigt, dass 

/~iO' die Rolle des Brechun~sindexes Obernimmt. 4 

GI.(9) besagt, dass die 8ahn sines Lichtstrahles sine Geod~te der 3- 

dimensionalen Metrik mit den Koeffizienten --~/~e@! ist. Oieses 

Ergebnis srm~glicht es, z.B. die Lichtablenkung in statiechen Gravita- 

tionsfsldern zu berechnen. 
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~8. Geometrische Optik in Gravitationsfeldern 

Gravitationsfelder variieren auch Ober makroskopisch grosse Abst~nde 

im allgemeinen so uenig, dass die Ausbreitung yon Licht- und Radiowel- 

len im geometrisch optischen Limes beschrieben werden kann. Oiesen Li- 

mes uollen wir im folgenden studieren (vgl. die entsprechende Diskus- 

sion in der Optik.) Es ist zu erwarten, dass wit die geod~tische Glei- 

chung for die Lichtstrahlen zurOckgewinnen werden. Wir werden aber auch 

ein einfachee Fortpflanzungsgesetz for den Polarisationsvektor erhalten. 

Die folgenden charakteristischen L~ngen sind for die Diskussion wichtig: 

(1) ~ = Wellenl~nge des Lichtes/2z ; 

(2) Eine typische L~nge L Ober welche die Amplitude der Welle, 

ihre Polarisation und Wellenl~nge wesentlich variieren (z.B. 

der KrOmmungsradius der Wellenfront~ 

(3) Ein typischer "KrOmmungsradius" R der Geometrie. 

Genauer sei: ½ 
R: = Itypische Komponente des Riemann Tensors I~ 

fin einem typischen lokalen Inertialsystem 

Der GOltigkeitebereich der geometrischen Optik ist 

~<< L und "~< R (i) 

Man betrachte eine Welle, welche in Gebieten ~_~ L sehr monochromatisch 

ist. (Oar allgemeine Fall kann daraus dutch Fourieranalyse erhalten 

warden.) Nun spalte man das 4er Potential ~ in eine schnell ver~n- 

derliche reelle Phase ~ und eine langsam variierende komplexe Ampli- 

tude auf 

A~ = ~ (Amplitude Q-~) 

Es sei 

Dann kOnnen wir entwickeln 

Amplitude = ~-~--J~.. + .... , 

uobei OJ4,'~, .... unabh~ngig yon ~ eind. 8eachte, dass t~.~,4/~ ; des- 

halb ersatzen wir ~--~P~/~_., d.h. uir machen im geometriech optischen 

Limes den Ansatz 

[ 
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Im folgenden sei: 

~=~ ("Wellenzahlvektor") (3) 

("skalere Amplitude") (4) 

("Polerisationsvektor" = 

komplexer Einheitsvektor) (5) 

Die 9eometrischen Lichtstrahlen sind per Def. die Integralkurven an 

das Vektorfeld ~(X~ und also normal zu den Fl~chen konstanter Phase 

= konst (= qeometrische Wellenfronten). 

Nun setzen wir den Ansatz (2) in die Maxwellschen Gleichungen ein. 

Im Vekuum lauten diee~ (~i~h~ (4.23)) 

,A , ' , ;~ , -  A~.~, = o 

Wit verwenden die Identit~t 

A~'~, ~ ..,~. = A ~  + ~.~ ,~' 
und ver langen die Lorentz-Bedingun q 

Aus (6) uird dann 

Setzen wit zun~chst (2) in die Lorentz Bedingung ein, so kommt 

o =  

(6) 

(?) 

(8) 

(9) 

(zo) 

Oer fOhrende Term gibt 

~ ~0 ; (Amplitude -L auf Wellenzahlvektor) 

oder 

Die n~chste Ordnung in (iO) gibt 

Nun setzen wit (2) in  (9) ein 
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o = _ , ~ ,  ."P..~ ^ " ; = ~  .( Z ~= ~ '% C,~+~+---'> - 

- Z  

(12) 

Dies gibt 

d.h. ~ ~-~-~ 0 (13) 

= - y 3 ~ 

oder mit (13) 

(14) 

Ale Folge dieser Gleichungen erhalten wit zun~chst das geod~tieche Ge- 

8etz for die Lichtstrahlen: Aus (13) folgt n~mlich 

der Indizes 

Zusammen mit (13) haben uir ale Folge der Maxwellschen Gleichungen ge- 

zeigt, dass die Lichtstrahlen Nullqeod~ten sind. 

Nun betrachten uir dis Amplitude ~ ~ .  Aus (14) erh~it man 

~%~ = a %_~ O. (16) d.h. 

Dies kann man a18 Ausbreitungsgesetz for die skalare Amplitude auffassen. 

Nun setzen wit in (14) GL~(~ ein und erhalten 
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Wir sehen: Der Polarisationevektor ~ ist senkrecht zu den Strahlen 

und l~nqs diesen parallel verschoben. 

Bemerkunq: Die Eichbedingung (ll) ist konsistent mit den Obrigen Glei- 

chungen: Oa die Vektoren ~ und ~ l~ngs den Strahlen parallel ver- 

werden, muss man die Bedingung ~ 0  nur schoben in einem Punkt 

des Strahls verlangen; entsprechend warden auch ~==& und __ ~ 0  

bei der Fortpflanzung erhalten. 

Oie Gleichung (16) l~sst sich wie folgt umformen. Durch Multiplikation 

mit a folot ( ~ - ; ~  ) 

C~>v.b a~+ o, v~k - o 
oder 

d.h. ~ L  ~ is t  sin erhaltener "Strom". 

Quantenmechaniech interpretiert bedeutet di~s den Erhaltungseatz for 

die Photonenzahl. Letztere ist natOrlich im allgemeinen nicht erhalten; 

sie ist eine adiabatische Invariante, d.h. eine Gr6sse, die f~r ~ 

sehr langsam variiert (im Vergleich zur Photonfrequenz). 

Uebunqsaufqabe: Mittelt man den Energie-Impuls Tensor Ober eine Wellen- 

l~nge, so erh~it man 

~> .__ L a ~ ~ v . "  

Insbesondere ist der Energiefluss gleich 

<"r° , i '>  = < ' r ° ° >  ~,i .,, ~i  = ~.~/v... ° 

aue (IS) ..d (iB) rolot 

0 0 
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~g. Statische und station~re Felder 

In diesem Abschnitt werden die Abschnitte 7 und 8 des differentialgeo- 

metrimehen Teils vorausgesetzt. 

Ein station~res Feld wurde in ~5 so definiert, dams Bin Koordinaten- 

system ~ existieren soll, in welchem die ~ won t = x ° unab- 

h~ngig mind. Diese "naive" Definition wollen wir jetzt in eine inva- 

riante Form Obersetzen. 

Sei k~/~X O , d.h. ~ & ~  ~ . Dann gilt for die Lie'sche Ab- 

leitung des metrischen Tensors 

-- 0 H- 0 "4- 0 

(1) 

---- o (2) 
d.h. 

Definition l: Gilt for ein Vektorfeld K die Gleichung (2), so heisst 

K ein Killinq Feld. 

Definition 2: Das g-Feld einer Lorentzmannigfaltigkeit (M,g) ist 

stationer, falls ein zeitartiges Killing Feld existiert. 

Aus diemer Definition folgt umgekehrt die Existenz von lokalen Koordi- 

naten, in denen die ~ zeitunabh~ngig mind. Dazu betrachte man eine 

dreidimensionale raumartige Untermannigfaltigkeit S in der Umgebung 

eines Punktem und die durch diese verlaufenden Integralkurven yon K 

(s. Fig. ). 

S (  //~Integralkurve yon K 

Nun fOhre man (wie in der Hydrodynamik) Lagrange Koordinaten ein: 

W~hle (xl,x 2,x 3) auf S und lasse diese dutch die Str~mung mitschlep- 

pen: Sei ~ der Flums zu K , und ~=c~o~)  ~0 ~ ~ , so seien die 

Koordinaten von p gleich ~ ~/X~ ~po~ i KzC ~e~ ~ X~C.+~ ~ . 
In diesen Koordinaten ist 
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. 

Aus LKg = 0 folgt mit (1) 

Bemerkung: Eine Lorentzmannigfaltigkeit kann ein Killing-Feld besitzen, 

das nur in einem offenen Gebiet zeitartig ist und ausserhalb dieses Ge- 

bietes lichtartig oder raumartig wird (wichtigs Beispiele werden wir 

kennenlernen). Wir sagen dann, des g-Feld sei stationer im betrachteten 

Gebiet. 

Statische Felder sind spezielle station~re Felder. 

Definition 3: Ein station~res Feld g einer Lorentz-Mannigfaltigkeit 

(M,g) mit zeitartigem Killing Feld K ist statisch, wenn die zu K 

gehSrige 1-Form K die Gleichung 

= o (3) 
erfOllt. 

Bsmerkunq: Nach einem Theorem yon Frobenius (siehe [ 6 ], ~B) weiss 

man, dass die Gleichung (3) notwendig und hinreiohend dafOr ist, dass 

durch jeden Punkt einer Umgebung ~ sine raumartige dreidimensimnale 

Untermannigfaltigkeit existisrt, auf der K senkrecht stsht. Oiesen 

Satz benStigen wit aber im folgenden nicht, da die Existenz dieser Fl~- 

chert aus (2) und (3) in einfacher Weiss gefolgert werden kann. 

Wit zeigen n~mlich, dass aus (2) und (3) die lokale gxistenz einer 

Funktion f folgt mit 

k = a# (4) 
e~ 

Die Fl~chen f = konst 

chen orthogonal zu K . 

Zun~chst folgt in einem geod~tischen System aus (i) 

sind dann die srw~hntsn raumartigen Hyperfl~- 

Deshalb gilt in einem beliebigen Koordinatensystem 

(in lokalen Koordinaten): Beueis  yon (4)  

Aus (3)  f o l g t  

(s) 

(6) 
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Darin k~nnen wir die gewShnlichen Ableitungen durch 

s e t z e n .  

Dies 

Nach 

kovariante er- 

Multiplizieren wit (7) mit ~ und benutzen (6), so kommt 

impliziert 

dem Lemma yon Poincare existiert eine ~m~-Funktion f mit 

Koordinatenfreie Herleitun~: 

Nach allgemeinen Formeln ist 

~< (x,,<~ - x Ec~)-Y E ~ -  E(cx, ~a) 

Verwenden wir in (i0) die Gleichung (g), so folgt 

Aus 

entnimmt man 

ebenso K ~CY~ = E ( C ~  

8enutzen wit dies in (ii), so kommt 

(~) 

(g) 

(i0) 

(ii) 

(i3) 
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Mit der Bezeichnung h: = (K,K) lautet (13) 

oder 

Oaraus 

Mit dem Lemma von Poincar~ folgt wieder die Behauptung. [] 

Wegen (4), d.h. 

f o l g t  

A l s o  i s t  d t / d ~ k  = i ~ ~ t = ~ + c o n s t .  . D i e s  z e i g t :  

E i n e  O r t h o g o n a l t r a j e k t o r i e  zu den  F l ~ c h e n  t = k o n s t . ,  m i t  t a l s  P a r a -  

m e t e r ,  ist eine Integralkurve an K . 

Bemerkungen : 

(1) Der Flues zu K bildet natOrlich die Hyperfl~chen t = konet. 

isometrisch aufeinander ab. 

(2) Ein ruhender Beobachter bewegt sieh l~ngs einer Integralkurve 

v o n  K . 

(3) Wenn es nut ein zeitartiges Killing Feld gibt~ so exietiert eine 

ausqezeichnete Zeit (definiert dutch Gleichung (14)). 

FOhren wit wie oben Lagrange-Koordinaten ein (wobei die Rolle der Hyper- 

fl~che S jetzt yon einer Fl~che t = konst. Obernommen wird), so lautet 

Dieses Beispiel zeigt, dass die Komponentenrechnung schneller verlaufen 

kann, 

Wit w~hlen die Funktion f in (4) als die Zeit t . 

K steht senkrecht auf den Fl~chen konstanter Zeit. 3etzt betrachten 

Integralkurve ~ aus K : wit eine 

Zeit  (mit b liebio m O-Ponkt). Oi l t  
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die Metrik 

(lS) 

Die MOglichksit, Koordinaten so einzuf~hren, dass ds 2 die Form (15) 

hat, haben wir in ~7 als "naive" Definition eines statischen Feldes 

gew~hlt. Umgekehrt impliziert (15) die geometrische Definition 3 (je- 

denfalls lokal). K =~/~t ist n~mlich, wie wir schon wissen, ein 

Killing Feld. 

Welter ist ,~K = goo dt , also 

und folglich 

Nochmals die Rotverschiebunq 

I. Herleitung: Im geometrisch optischen Limes war 

Die Lichtstrahlen eind die Integratkurven an ~-----~1~ , welohe ihrer- 

seits geod~tische Nullinisn sind. Da insbesondere ~Fj~O ist, vet- 
# 

laufen die Lichtstrahlen in Fl~chen konstanter Phase. 

Nun betrachten wir die Weltlinien eines Senders und sines Beobachters 

und betrachten zwei Lichtstrahlen, welche die beiden verbinden (s.Fig.). 

u1~ 

\ 

U 2 

Beobachter 

Die zugehSrigen Phasen seien k~L~o und ~ 0 ~  ~. 

Das Intervall zwischen den Schnittpunkten der Lichtstrahlen mit der 
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Weltlinie i (i = 1,2) sei ~s i • Ferner scion u I , u 2 die Tangen- 

tialvektoren an die Weltlinien, (Ul, ul) = (u2, u2) = 1 . 

Offensichtlich gilt 

(16) 

Seien ~>i und ~P2 die Frequenzen, welche dem Licht durch i und 2 zu- 

gesprochen warden, dann folgt aus (16) 

(17) 

Diese Formel stellt den kombinierten Effekt der Dopplerverschiebung und 

der gravitativen Verschiebung der Spektrallinien dar. (Sie gilt natOr- 

lich auch in der SRT.) 

Nun betrachten wir ein station~res Feld mit Killing Feld K • Sender 

und Beobachter seien bezOglich des Feldes in Ruhe, d.h. es sei 

k= 

Nun gilt auf Grund der Killing Gleichung (6) 

(19) 

Deshalb ist k=K l~ngs des Strahls konstant. 

Aus (17) und (18) folgt damit 

In einem adaptierten Koordinatensystem is t  K = ~ / ~  t 

Wit erhalten also wieder 

und (K,K)=goo. 

(20) 
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2. Herleitung: Wir gehen direkt vonder Strahlenoptik aus. Die beiden 

Beobaehter (mit 4er-Geschwindigkeiten u l, u 2) 

UZ 

kSnnen durch eine Nullgeod~te miteinander verbunden werden; deren Tan- 

gentialvektor sei k . 

Es seien t I und t 2 die Eigenzeiten der beiden Beobachter. Wir neh- 

men an, dass for ein endliches tl-Intervall Nullgeod~ten existieren, 

welche vom zweiten Beobaehter empfangen werden. Diese Geod~ten kSnnen 

wir dutch die Beobaehtungszeit bei 1 oder 2 parametrisieren. Dadurch 

wird eine Funktion t 2 (tl) definiert. Das Frequenzverh~ltnis r ist 

gerade die Ableitung dieser Funktion 

Die Nullgeod~ten k~nnen immer so parametrisiert werden~ dass ihr affi- 

ner Parameter s gleich 0 auf der Weltlinie des ersten Beobachters 

und gleich i auf derjenigen des zweiten Beobaehters ist. Die Punkte auf 

den Nullgeod~ten kSnnen durch das Paar (tl,s) parametrisiert werden. 

Es ist dann *) (wenn (tl,e) ~-~ @ (tl,s)) 

= ~ / ~ c ~ , , ~  ~ (22) 

Daneben b e t r a e h t e n  w i t  auch das Fe ld  der  T a n g e n t i a l v e k t o r e n  ~) 
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(23) 

Offsnsichtlich ist 

V IS=O= LL4 (24) 

abet 

~t~4 
(25) 

Wir zeigsn im folgenden, dass (V,k) l~ngs den Nullgeod~ten konstant 

ist. Dann folgt 

d.h. 

(. u,o k% (26) 

Dies stimmt mit (17) Oberein. Alles weitere gilt wie in der i. Her- 

leitung. 

Beweis der Konstanz von (Vtk): 

Die Gleichungen f~r sine Nullgeod~te lauten 

F~r die kovariante Ableitung gilt allgemein 

T ( . Z  y )  _._ VX,y_,~y X _ E X,,~, ] _-- o 

x C~,m--  (v×Z~)÷ <m v~) 

(27) 

(28) 

(29) 

~us (29) rolgt wit (2~) 

9~ 
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Nun i s t  * )  nach (22) und (23) 

= o 

Aus (30) folgt daraus, mit Hilfe yon (28)) 

z 

*) Oa die Vektorfelder k und V nur auf einer Untermannigfaltigkeit 

definiert sind, ist zun~chst nicht klar, was der Kommutator von V und 

k bedeutet. Ist aber Q ein kompaktes Quadrat yon ~2 und ist das 

Bild ~(~) in einer Koordinatenumgebung U , so kann man darin die 

Felder k und V zu ~ -  Vektorfeldern k und V ~ber U er- 

weitern° Wit definieren dann 

Aus der Koordinatendarstellung des Klammerproduktes (siehe Teil i, 

p.16) sieht man leicht, dass diese Definition unabh~ngig yon den Er- 

weiterungen V , k ist. (Dies ergibt sich auch aus Tell l, ~3.2, 

Satz 6.) 
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~I0. Lokale Bezugssysteme und Fermi-Transport 

In diesem Abschnitt wollen wit uns mit foigenden Fragen besch~ftigen: 

(1) Ein Beobachter bewege sich l~ngs einer zeitartigen Weltlinie in 

einem Gravitationsfeld (nicht notwendig in freiem Fall). Man stelle 

sich etwa einen Astronauten in einer Rakete vor. Dieser wird zweckm~s- 

sigerweise sin Koordinatensystem verwenden, in welchem die feet mit der 

Kapsel verbundenen Apparaturen ruhend sind. Wie sieht die Bewegungs- 

gleichung eines freifallenden TestkSrpers in diesem Koordinatensystem 

aus ? (2) Wie muss der Beobachter das Raumschiff orientieren, dass 

keine "Corioliskr~fte" auftreten ? (3) Wie bewegt sich ein Kreisel- 

kompass ? (Es ist zu erwarten, dass dieser genau dann bezOglich des 

gew~hlten Bezugssystems nicht rotieren wird, wenn dieses so gew~hlt ist, 

dass keine Corioliskr~fte auftreten.) (4) In einem station~ren Feld 

9ibt es for einen ruhenden Beobachter ein ausgezeichnetes (ruhendes) 

Bezugssystem, das man das Kopernikanieche bezeichnen kSnnte. Warm ro- 

tiert ein Kreisel bezOglieh dieses Systems nicht, und wenn er rotiert, 

wie lautet dis Bewegungsgleichung ? 

i0.i. Spinpr~zession in einem Gravitationsfeld 

Mit dem Wort Spin meinen wit im folgenden entweder den Polarisations- 

vektor eines Teilchens (d.h. den Erwartungswert des Spinoperators be- 

zOglich des quantenmeehanischen Zustands des Teilchens) oder den Eigem- 

drehimpuls eines KSrpers, etwa eines Kreiselkompasses. 

In beiden F~llen ist dieser zun@chst nur bezOglich sines lokalen Iner- 

tialsystems definiert, in welchem das Teilchen (der Kompass) ruht 

(lokales Ruhesystem). In einem solchen System wird der Spin dutch einen 

3er-Vektor ~ beschrieben. Sowohl for einen Kreiselkompass, als auch 

for ein Elementarteilchen - in Abwesenheit yon elektromagnetischen Fel- 

dern - gilt nach dem Aequivalenzprinzip im lokalen Ruhesystem 

(Der Kreisel habs ein vernachl~ssigbares Quadrupolmoment; siehe abet 

die Uebungsaufgabs am Ends yon ~i0.). Wir definieren nun einen ~er- 

Vaktor S , welcher sich im Iokalen Ruhesystem auf (0,~) reduziert. 

Diese letzte Forderun9 lautet invariant 

u.3 = o (2) 

wo u die 4er-Geschwindigkeit bezeichnet. 
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Nun wollen wit such die Gleichung (1) invariant formulieren. Oazu be- 

trachten wir ~TuS . 

Im lokalen Ruhesystem (indiziert durch R ) ist 

Aus (2) folgt 

tao 

Oeshalb gilt 

--- ~'u. Lt- (s) 

Au~ (3) und (6) ?olgt 

Oie gesuchte invariante Gleichung lautet deshalb 

Wir zeigen noch, dass dis Gleichung (2) mit (8) konsietent ist. 

Aus (8) folgt 

d.h° 

(6) 

(v) 

(8) 

Anwendunq: Die Thomas-Pr~zession 

In der SRT reduziert sich die GI. (8) auf 

wobei ein Punkt die Ableitung nach der Eigenzeit bedeutet. Aus diesar 

Gleichung kann man leicht die Thomas-Pr~zession erhalten. 

Sei XC~C~ die Bahn eines Teilchens. Das momentane Ruhesystem (zur Zeit 

) geht aus dem Laborsystem dutch die spezielle Lorentztransformation 

ACp_~ he=vo=. B~zogen aof die~ S~ha= yon mo~ent~en ~he~y~t~o 

sei S = (0, ~(t)), t: Laborzeit. Aus (9) ergibt sich leicht die Bewe- 
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gungsgleichung for S(t) . Im Laborsystem ist, (da S sin 4er-Vektor 

ist) ~- 

- ~'-~m~ ~-'- (~o) 

Ferner ist 

(11) 

Folglich 

Au~ (9) und (12) ~:oibt sich 

c'6 c--.~-~'-'6~-11 f-'~-~ ~ f--~ ~~-~ 

Durch einige Umformungen (Uebungsaufgabe) erh~it man daraus 

wobei 

~ =  ~ A _Co- r 

= 

Dies ist der bekannte Ausdruck for die Thomas-Pr~zession. 

10.2. Der Fermi-Transport 

Es eel ~ ei~e ~eit~:tigs Ku:~e mit T~ngential~skto: ~ =~, (~,~)=l. 
Die Fermi-Ableitung, F u , sines Vektorfeldes X l~ngs ~ ist wie 

folgt definiert 

wobei a = V u u 

ausdrOcken 

ist. GI. (8) k~nnen wit, wegsn (S,u) = 0 , auch so 
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I (~) 

Dis Fermi-Ableitung (13) hat, wie man leicht nachweist, die folgenden 

wichtigen Eigenschaften: 

(i) ~UL= V~ , falls ~ sine Geod~te ist; 

(ii) ~ U . =  0 

( i i i )  Aus ~ X = ~ Y = O  l~ngs ~ folgt, dass 
stant ist. 

(iv) Ist (X,u) = 0 l~ngs ~ , damn ist 

(X,Y) l~ngs ~ ken- 

Dabei bedeutet .L die Projektien ssnkrecht auf u . Diese Eigenschaften 

zeigen, dass die Fermi-Ableitung sins natOrlichs Vsrallgsmeinerung yon 

~ ist. 

Wir sagen, das Vsktorfeld X werds l~ngs ~ Fermi-transportisrt, wsnn 

~ = 0 ist. Da dices Glsichung linear in X ist, definiert der 

Fermi-Transport (analog wie dis Parallelverschisbung) sine zweipara- 

metrige Schar yon Isemsrphismen 

Aehnlich wie fnr dis Parallelverschiebung (vgl. Teil l, ~ 5.2) bewsist 

men 

Ganz analog wie die kovariante Ableitung (vgl° Teil i, ~5.4) kann auch 

die Fermi-Ableitung auf beliebige Tensorfelder so ausgedehnt werden, 

dass die folgenden Eigenschaftsn gelten: 

(i) F~ fOhrt ein Teneorfeld des Typs (r,s) wieder in ein solches 

Ober; 

(ii) ~ vertauscht mit den Kontraktionen; 

(iv) f:  um  iom, 

(v) ~ induziert lineare Isomorphismem: 
m 

Nun betrachten wit die Weltlinie ~ eines beschleunigten 8eobachters 
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( ~ : Eigenzeit). 

Es ssi ~=~ und ~ei~ i=1,2,3 

3-Bein l~ngs ~ senkrecht auf eo:=~ = u . 

Es ist dann 

sei ein beliebiges orthonormiertes 

Aus (u,u) = l folgt (a,u) = 0 , a:= ~7 u . 
U 

Wit s e t z e n  

Mit ~ ', : :  ~ gilt 

d . h .  

oder, uenn wit einen verschwindenden Term hinzufOgen, 

0 
Sai 

(Is) 

dann gilt 

~Or m : 0 i s t  die rechte Seite gleich (u,u)a - (u,a)u : a =~u u.) 

Diese Gleichung k~nnen wit naeh (13) in folgender Form schreiben 

I ~e,,( : -  ~ ~ -~  (lg) 

~ beschreibt also die Abweichung vom Fermi-Transport. FOr. einen 

Kreisel ist ~=u S = O, (S,u) = 0 . Setzen wit deshalb S = SZe i , so 

g i z t  /. • 

d.h. 
s3 
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Bet Kreisel pr~zessiert deshalb bezBglich {ei~ 

schwindigkeit ~ : 

~ = ~ . . _~v_  

mit der Winkelge- 

(21) 

(22) d ~. = ~ A-L---2-_ 

Wird das 3-Bein ~ei~ fermi-transportiert, so ist natBrlieh-~_ = 0 . 

Die Gleichung (16) fBr die Winkelgeschwindigkeit werden wir in dieser 

Vorlesung for verschiedene Situationen auswerten. (FOr ein erstes Bei- 

spiel siehe ~ 10.4.) 

i0.3. Der physikalische Unterschied von statischen und station~ren 
Feldern 

Wir betrachten ein station~res Feld mit Killingfeld K und darin einen 

ruhenden Beobachter, welsher sich also l~ngs einer Integralkurve ~(%~ 

yon K bewegt. Seine Vierergeschwindigkeit u ist 

LL = C~'~ k'~ -4/~ ~ (23) 

Wiedsr w~hlen wit ein orthonormiertes 3-Bein ~ei~ yon Vektoren 

l~ngs ~ . Von diesem verlangen wit 

dass beim Lie-Transport (24) die {ei~ senkrecht auf K Bsachte~ 

(d.h. auf u ) bleiben, denn aus 

folgt, dass die Orthogonalit~t yon X und Y erhalten bleibt, wenn 

LKX = LKY = 0 ist. (Beachte auch LKK = [K,K] = 0 .) Die ~ei~ k~nnen 

wir als ruhende Achsen interpretieren. Sie definieren das "Kopernika- 

nisehe System". Wir interessieren uns for die Aenderung der Spinkompo- 

nenten relativ zu diesem System. Ausgangspunkt ist die G1. (15), oder 

mit (23), 

= -  

Nun i s t  a b e r  

Ll<~ ~ ~-o 
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Deshalb ist nach (25) 

(Um den letzten Schritt einzusehen, schreibe man etwa die Ausdrdcke in 

Komponenten aus.) Weil 60~ schief ist, gilt 

oder, da allgemein (siehe Teil l, p.35) for sine 1-Form 

gilt auch 

(26) 

Wir werden im folgenden zsigen, dass 

Oaraus folgt: 

£in Kopsrnikanisches Szstem rotiert ~snau dann nicht! wenn das sta- 

tioners Feld statisch ist. 

Die 1-Form *(~Ad!) kann man als Mass for die "absolute"u Rotation an- 

sehen. Wir behaupten n~mlich, dass der Vektor ~:=3~"~ wie folgt 

dargestellt werden kann 

. rV~ 

(-~ bezeichnet die zu-~ geh~rende i-Form.) 

Beweis yon (28): L~ } bezeichne die zu ~e}4 ~ gehBrende duals Basis. 

Aus bekannten Eigenschaften der *-Operation (vgl. Tell l, ~ 4.6.2) 

folgt 

Die l i nke  5e i te  yon (2g) i s t  (da K = (K,K) ½ @o) g le ich  )½@~ ~ (K,K @oj% dK und verschwindet for /~ = 0 . Math (25) ist abet 

~--'--L~)k e'l'A~ + Terms mit e ° 
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Deshalb gilt 

l -  (~,~:~ a~-c~ .  ~ • 

= l. ~ . c ~ ' ~ _ ~  ~_~ 
Zusammen mit (29) folgt daraus 

In dieser Gleichung ist aber die linke Seite gleich den kontravarianten 

K6mponenten von *(KAdK) und deshalb gilt (28). 

Aus (28) folgt nat~rlich auch die Behauptung (27). 

10.4. Spinrotation in einem station~ren Feld 

Die Spinrotation bez~glich der ruhenden Achsen ist durch (28) gegeben. 

Wir schreiben diesen Ausdruck noch in einem adaptierten Koordinaten- 

system aus. Es sei also ~ / ~  , ~ unabh~ngig von t = x° ~ 

t 

Damit kommt (siehe Teil l, S. 42, Uebungsaufgabe 6) 
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Wir erhaltsn also 

Daraus folgt sofort 

(30) 

(3i) 

Diese Formel werden wir sp~ter auf des Feld ausserhalb eines rotieren- 

den Sterns oder schwarzen Loches anwenden. GenOgend weit weg ist 

Aus (31) wird dann n~herungsweise 

Da ferner ~__~ , rotiert der Kreisel bezUglioh der ruhenden Ach- 

sen mit der Winkelgeschwindigkeit 

Zusammenfassun~: Ein in einem station~ren (nichtstatischen) Feld ru- 

bender Kreieelkompass rotiert bez~glich des Kopernikanischen Systems 

(bez~glich der "Fixeterne") mit der Winkelgeschwindigkeit (31)° (In 

einem schwachen Feld ist (33) eine ausreichende N~herung.) Dies bedeu- 

tet, dass die Rotation des Sterns die lokalen Inertialsysteme nach- 

schleppt. Auf geplante experimentelle Ueberpr~fungen dieses Effektes 

werden wit zur~ckkommen. 

10.5. ~ Lokale Bezu~ssysteme 

Wit betrachten wieder die Weltlinie ~ eines (beschleunigten) Beo- 

bachters. Es sei u = ~ und ~ei~ sei sin beliebiges orthonormier- 

tee 3-Bein l~ngs ~ senkrecht auf eo:= u . Wieder sei a = ~u u. Nun 

konstruieren wir das folgende lokale Koordinatensystem. Von jedem Punkt 

~{~ betrachten wir r~umliche Geod~ten ~(s) senkrecht zu u mit 
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Eigenl~nge s als affinen Parameter. Es sei &(O) = n.L u , 

(m(O) = % (~)) . Um die verschiedenen Geod~ten zu unterscheiden, be- 

zeichnen wir mit m(s,n,%) 

affinsm Parameter s . 

Es ist 

die Geod~te durch ~(~ in Richtung n und 

C~,~.')=-'~ 
(~4) 

3eder Punkt ~ in der N~he der Weltlinie des Beobachters liegt auf 

genau einer Geod~te. Sei p = m(s,n,'~) und n = njej ; wit ordnen dem 

Punkt ~H die folgenden Koordinaten zu 

Die k~nnen wir auch so ausdrOcken 

x~ C4(~,'=~b = s~& =-s~ =-~(~,£b (~> 

Berechnung der Christoffelsymbole l~ngs ~(~>: 

L~ngs der Weltlinie des Beobachters gilt nach Konstruktion 

~ 1 8 ~ = ~  (l~nge ~ (~) )  

und deshalb let 

Allgemein ist 

also 

e~ 

Spsziell 

v{o aX 

Sei 

(37) 

(38) 

(39) 

(40) 

(4z) 

(42) 

(43) 
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So gilt also 

(44) 

Die 5brigen Christoffelsymbole k~nnen vonder geod~tischen Gleichung 

for die Geod~tsn ~(s,n,~) abgelesen werden. Nach (35) lautet die Ko- 

ordinatendarstellung einer solchen Geod~te 

l e 

X°(~ = const., X~C~=~ ~ 

Folglich d2xm/ds 2 = 0 entlang der Geod~te. 

Anderseits lautet die Gleichung fSr die Geod~te 

D e s h a l b  g i l t  l ~ngs  der  W e l t l i n i e  des Beobach te rs  

C )  

Aus den C h r i s t o f f e l s y m b o l e n  kann man d i e  p a r t i e l l e n  A b l e i t u n g e n  der  

m e t r i s c h e n  K o e f f i z i e n t e n  best immen. A l l g e m e i n  i s t  

S e t z t  man (38) und d ie  gefundenen Ausdr~cke f ~ r  d i e  C h r i s t o f f e l s y m b o l e  

e i n ,  so f i n d e t  man l e i c h t  

Oiese Beziehungen und ~ - ~  l~ngs ~ implizieren, dass das 

Linienelement in der N~he yon y dutch folgenden Ausdruck gegeben ist: 

- ' ~  ~x,~ a~ ~..,,-- ~ ~l ~ l ~  ~x~.,<. i ~ 
Wit sehen daraus: 

(i) Die Beschleunigung gibt den Zusatz 

(48) 
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(ii) Da sich die Achsen des Beobachters drehen ((0 i ~ O) , ergibt 

sich ein "nichtdiagonaler" Term 

(iii) Die Korrekturen i. Ordnung werden nicht dutch die KrOmmung 

des Raumes beeinflusst. Diese zeigt sich erst in 2. Ordnung. 

(iv) Fdr a = ~u u = 0 und ~_ = 0 (keine Beschleunigung und keine 

Rotation) erhalten wit ~nqs~ (~) ein lokales Inertialsy- 

Bewegun ~ eines Testk6rpers 

Der Beobachter l~ngs ~ (~) (Astronaut in einem Raumschiff) beobachte 

in seiner N~he ein freifallendes Teilchen. Dieses gehorcht der Bewe- 

gungsgleichung 

An S t e l l e  d e r  E i g e n z e i t  ~ des  T e i l o h e n s  f O h r e n  w i r  d i e  A b l e i t u n g  nach  

der Koordinatenzeit t e i n :  a / R ~ = ~ / ~ )  ~ ~ / ~  

Oa a~/~=8(~+~x~la ~ b gilt 

~ e  ~ ~  - ~ -  ~ a--~ == 
FOr m = 0 wird daraus 

+ o 

Dies substituieren wit in (51) for m = j und erhalten 

(s2) 

Die Geschwindigkeit des Probek6rpers sei klein. Bis zur ersten Ordnung 

in v j = dxJ/dt lautet dann die Bewegungsgleichung 

(53) 

Oa das Teilchen in der N~he des Beobachters f~llt, sind die r~umlichen 

Koordinaten (36) klein. Bis zur 1. Ordnung in x k und v k gilt 
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Die Christoffelsymbole haben wir for 

$etzen uir diese ein, so kommt 

Die Gr~sse 

x = 0 bereits bestimmt. 

a ~  =_=~_= e ~ _ ~  =E_ ' 

~'-~)t~.bek°mmen wit Bus dem Riemann-Tensor: 

Dies gibt 

FOr x = 0 : 
1 

FOi# F~o ~ o 

Damit 

In 3-dimensionaler Vektorschreibweise erhalten wir schliesslich 

wobei 

(s4) 

(ss) 
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Oer erste Term in (54) ist die "Tr~gheitsbeschleunigung", mit der rela- 

tivistischen Korrektur (l+~ ~) , deren Ursprung sich aus (4g) ergibt. 

Die Terme mit GO sind uns vonder klassischen Mechanik vertraut. Die 
• k 

Kraft RJook x fOhrt yon den Inhomogenit~ten des Gravitationsfeldes 

her. 

Wenn die Basisvektoren Fermi-transportiert werden (6D_ = O) treten 

keine Corioliskr~fte auf. Bewegt sich der Beobachter in freiem Fall, 

RJook xk so ist auch ~ = 0 und es bleibt nur die "Gezeitenkraft" 

welche sich nicht wegtransformieren l~sst. Diese werden wir sp~ter noch 

elngehender diskutieren. 

Uebungsaufgaben 

i. In einem inhomogenen Gravitationsfeld erf~hrt ein nichtsph~rischer 

KSrper ein Orehmoment, welches zur Folge hat, dass der Spin 4er-Vek- 

tot S sich zeitlich ~ndert. Falls sich der Schwerpunkt in freiem 

Fall l~ngs einer Geod~te mit 4er-Geschwindigkeit u bewegt, so gilt 

die folgende Bewegungsgleichung 

4 ~  . Dabei ist der "reduzierte Quadrupolmoment-Tensor : 

t ij =~ ~ (xix j - ~/3 5ij) d3x im Ruhesystem des Schwerpunktes, 

t m~ u~ = 0 . Ferner ist angenommen, dass der Riemann-Tensor yon ei- 

nem ~usseren Feld herrOhrt, welches Ober die Dimension des KSrpers 

ungef~hr konstant ist. 

Leite die angegebene Bewegungsgleichung for S ab. 

2. Leite aus T~;~ = 0 , T~ y : Energie-lmpuls Tensor einer 

idealen FlOssigkeit, die relativistische Euler-Gleichung 

ab und zeige, dass diese Gleichung den korrekten Newtonechen Limes 

hat. 

3. Zeige, dass 

die richtige Hamiltonfunktion ist, uelche die Bewegung eines gela- 

denen Teilchens, mit Ladung e , in einem Gravitationsfeld beschreibt. 

( ~T~ ist der kanonische Impuls.) 
/ 



KAPITEL II. DIE EINSTEINSCHEN FELDGLEICHUNGEN 

"Noch etwas anderes habe ich aus der Gravitationstheorie gelernt: 

Eine noch so umfangreiche Sammlung empirischer Fakten kann nicht 

zur Aufstellung so verwickelter Gleichungen fUhren. Eine Theorie 

kann an der Erfahrung geprUft werden, aber es gibt keinen Weg von 

der Erfahrung zur Aufstellung einer Theorie. GIeichungen yon solcher 

Kompliziertheit wie die Gleichungen des Gravitationsfeldes kSnnen 

nur dadurch gefunden werden, dass eine logisch einfache mathema- 

tieche Bedingung gefunden wird, welche die Gleichungen v~llig oder 

nahezu determiniert. Hat man aber jene hinreichend starken formalen 

Bedingungen, so braucht man nur wenig Tatsachen-Wissen for die Auf- 

stellung der Theorie; bei den Gravitationsgleichungen ist es die 

Vierdimensionalit~t und der symmetrische Tensor ale Ausdruck for 

dis Raumstruktur, welche zusammen mit der Invarianz bez5glich der 

kontinuierlichen Transformationsgruppe die Gleichungen praktisch 

vollkommen determinieren." 

(A. Einstein) 

Im vorangegangenen Kapital haben wir den kinematischen Rahmen der ART 

und dis Wirkung yon Gravitationsfeldern auf physikalische Systeme be- 

sprochen. Das eigentliche HerzstOck der Theorie besteht abet in den 

Feidgesetzen for das g - Feld. Nach einer physikalischen Diskussion 

des KrOmmungstensors werden wir die Feldgleichungen im Abschnitt 2 auf 

natOrliche Weise erraten und zeigen, dass sie durch wenige Forderungen 

festgelegt sind. 
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~i. Die physikalische Bedeutung des KrOmmungstensors 

In einem lokalen Inertialsystem lassen sich die "Feldst~rken" des Gra- 

vitationsfeldes (die Christoffel-Symbole) wegtransformieren. Auf Grund 

ihres Tensorcharakters ist dies aber for die KrOmmung nicht m~glich. 

Physikalisoh beschreibt diese die "Gezeitenkr~fte", wie wir im folgen- 

den zeigen werden (siehe auch die Diskussion der G1. (I.10.54)). 

Wit betrachten eine Familie von zeitartigen Geod~ten mit der Eigen- 

schaft, dass in einer genOgend kleinen offenen Teilmenge der Lorentz- 

Mannigfaltigkeit (M,g) durch jeden Punkt genau eine Geod~te verl~uft. 

Eine solche Schar nennen wit eine Konqruenz von zeitartigen Geod~ten. 

Sic repr~eentiert einen Schwarm yon freifallenden Testteilchen. Das 

Tangentialfeld an diese Kurvensohar, mit der Eigenzeit als Kurvenpara- 

meter, sei u, (u,u) = 1 . 

Nun sei ~(t) eine Kurve, die transversal zu der betrachteten Kon- 

gruenz verl~uft, d.h. der Tangentialvektor ~ sei nirgends (im betrach- 

teten Gebiet) parallel zu u (siehe Fig.). 

U 

Wir denken uns jeden Punkt der Kurve ~(t) l~ngs der Geod~te dutch 

diesen Punkt um die Distanz s bewegt. Der so erhaltene Punkt sei 

(t,s) . FOr jedes t ist also s ~ ~ (t,s) eine Geod~te und 

Ks sei 
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Offensichtlich ist *) ~U~--~O ) d,h. 

v repr~sentiert die Separation yon Punkten, welche yon zwei willkOr- 

lichen Anfangspunkten um gleiche Distanzen l~ngs benachbarten Kurven 

der Kongruenz bewegt warden. Dieser Verschiebungsvektor wird nach (1) 

mit der StrSmung Lie-transportiert: Bezeichnet ~ den Fluss zu u , 

so ist das Feld v invariant unter ~ , d.h. ¢~.v = v (s.Teil l, 

.~ 3.3). 
Falls man zu v ein Multiplum yon u addiert, so stellt dieser Vektor 

dis Separation yon Punkten auf den beiden gleichen Nachbarkurven, aber 

in verschiedenen Abst~nden l~ngs der Kurve dar. Uns interessiert aber 

nut der Abstand der Kurven und nicht der Abstand yon bestimmten Punkten 

auf diesen Kurven. Diesen k~nnen wit durch die Projektion yon v auf 

den Unterraum des Tangentialraumes senkrecht zu u darstellen. Es sei 

also 

~1~= &)'-- Cqo'~Ub tL (2) 

(Oa (u,u) = 1 let n .L u.) Wit zeigen, dass auch n Lie-transpor- 

tiert uird. Es ist 

A b e t  aus (u ,u )  = i £o lg t  0 = v (u ,u )  = 2 ( • vU ,U)  - 

Da f e r n e r  ~ v  u = VuV (benutze (1) und das Verschwinden der To rs i on ) ,  

so gilt 

= + 'vu . 'u - - 'b  = 

Oeshalb ist tats~chlich 

(3) 

L~-- 0 (4) 

*) Vergleiche die Fussnote auf Seite 123, wo gezeigt wird, dass [u,v] 
definiert ist, obschon v nur auf einer Untermannigfaltigkeit er- 
kl~rt ist. 
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Nun gilt 

oder, wegen (i), 

~Tu~ ='E'Cuj,~-) u. (s) 

Wir zeigen, dass auch n diese Gleichung erfiillt. Aus (3) folgt 

%,.  = vu.~--Cu.C~,u.% u.,-(o;a')%.u. = %F (~> 

Ferner ist 

~ Cu, n.) u. ='~,Cu~ ~5 u.- (~  u-) RLu, u.3 u_= ~Cu, o-5 u- (7) 
0 

Aus ( 5 ) ,  (6)  und (7) e r h a l t s n  wi r  d i e  sog .  Gle ichunq  f o r  d i e  9 e o d ~ t i s c h e  

Abweichun 9 

Vun = RCu,~) u. (8) 

~ zu u orthogonales Nun sei ei i=1,2,3 sin orthonormiertes 3-Bein, 

welches l~ngs einer beliebigen geod~te der Kongruenz parallel verscho- 

ben werde. (Nach ~ I.i0 ist dies sin nichtrotierendes Bezugssystem.) 

Da n orthogonal zu u ist, hat es die Form 

% 

Beachte 

Setzen uir noch e = u , so erhalten uir aus (8) die Gleichung 0 

oder 

i • 
-~-~= (zo) 

= R i 5stzen uir Kij ooj ' so lautet (i0) in Matrixschreibweise 
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__ n=k_  
dL%=- (ll) 

Es ist K = K T und a u s s e r d e m  

(12) 

Die Gleichuno (10) oder (ll)) beschreibt die relative Beschleunioung 

yon benachbarten freifallenden Probek~rpern. 

Vergleich mit der Newtonschen Theorie 

FOr zwei benaChbarte ProbekSrper mit Bahnen 

gelten die Bewegungsgleichungen 

i ni(t) x (t), xi(t) + 

Nehmen wit die Oifferenz dieser beiden Gleichungen und behalten nur 

Terme linear in n , so folgt 

Cs gilt also wieder die Gleichung (ii) aber mit 

(Beachte ~ - - ~ .  Im materiefreien Raum ist demnach S ~  0 

Oie Feldgleichungen werden zeigen, dase dies auch in der ART zutrifft.) 

Wit haben damit die folgende Korrespondenz 
i 

R e~o ~ > (13) 

I n s b e s o n d e r e  

'R o -" Adp (14) 
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Uebunqsaufqaben: 

1. Man zeige, unter Verwendung von ~I.5, dass im Newtonschen Grenz- 

fall die Komponenten Riojo des KrOmmungstensors in ~A~v Ober- 

gehen. 

2. Man echreibe die Newtonschen Bewegungsgleichungen in einem Newton- 

schen Potential ~p als geod~tische Gleichungen in einem 4-dimen- 

sionalan affinen Raum. Berechne dis Christoffel-Symbole und den Rie- 

mann-Tensor und zeige, dass der affine Zueammenhang nicht metrisch 

ist. 

Zueammenfassunq 

Dis Ueberlegungsn dieses Abschnitte haben folgendes gezeigt: 

Variationen des Gravitationsfeldes werden durch den Riemann-Tensor be- 

schrieben. Der Tensorcharakter dieser GrSsse impliziert, dass sich die- 

se Inhomogenit~ten - im Gegensatz zu den "Feldst~rken" ~-#K& - nicht 

wegtransformieren lassen. Relative Beschleunigungen ("Gezeitenkr~fte") 

yon freifallenden ProbekSrpern warden dutch den Riemann-Tensor Ober dis 

Gleichung (8) for die geod~tische Abweichung bestimmt. 

(Diese Bemerkungen sind beispielsweise auch for das Verst~ndnis der 

Wirkung einer Gravitationswelle auf einen mechanischen Detektor wich- 

rig.) 
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~2. Die Feldgleichungen der Gravitation 

"Von der allgemeinen Relativit~tstheorie werden Sie Oberzeugt 

sein, wenn Sie dieselbe studiert haben werden. Deshalb ver- 

teidige ich sie Ihnen mit keinem Wort". 

(A. Einstein auf einer Postkarte an A.Sommerfeld vom 8. Feb. 1916.) 

In Abwesenheit yon echten Gravitationsfeldern l~sst sich ein Koordina- 

tensystem finden, in welchem Oberall ~ ~  ist. Dies ist genau 

dann der Fall (modulo globale Fragen; vgl. Teil l, ~5.g), wenn der 

Riemann-Tensor verschwindet. (Dies kOnnte man ale das ote Gesetz der 

Gravitation bezeichnen.) In Anwesenheit yon Gravitationsfeldern wird 

der Raum gekrOmmt uerden. Oie Feldgleichungen mOssen die Abh~ngigkeit 

der KrOmmung dee g-Feldes yon den vorhandenen Massen und Energien dutch 

partielle Differentialgleichungen beechreiben. 

Hauristische "Herleitung": 

Ale Auegangspunkt for die Argumente, welche zu den Feldgleichungen fOh- 

ten, erinnern wit daran (Kap. I, ~5), dass for ein schwaches statio- 

n~res Feld, welches dutch eine nichtrelativistische Massendichte 

erzeugt wird, die Komponente ~eo des metrischen Tensors (bezOglich 

eine8 adaptierten Koordinateneystems, welches fast global Lorentzsch 

ist), mit dem Newtonschen Potential wie folgt zusammenh~ngt: 

FOr ~ gilt die Poieson Gleichung 

FOr nichtrelativiatieche Materie ist 

dichte Too (~ : Energie-Impuls Tensor) 

Es g i l t  a lso im bet rachte ten  6 r e n z f a l l  

+ 2 '++m, %o 
Nach ~ 1 besteht  die Entsprechung 

(1) 

(2) 

ungef~hr g le i ch  der Energ ie-  

(3) 
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Statt (3) kSnnen wir deshalb auch schreiben 

Dies legt die folgende allgemein kovariante Gleichung nahe 

(s) 

$~ = ~Q ~ (6) 

Die Gleichung (6) uurde auch yon Einstein ins Auge gefasst (und publ i -  

z i e r t ) .  Diese Gleichung kann aber noch nicht das r icht ige Feldgesetz 

sein. Dutch Spurbildung fo lg t  n~mlich 

"R = ~-r~=mT j T : T ~ / ~  

Oeshalb m~sste die folgende Gleichung gelten 

I 

Bilden wir davon die Divergenz und benutzen die reduzierte Bianchi 

Ident i t~ t  (siehs Tel l  i ,  ~ 5 . 5 ) ,  so fo lg t  

FOr den Energie-lmpuls Tensor muss aber gelten (siehe Kap. I, ~4) 

Also wOrde T = konst, folgen, was im allgemeinen sicher nicht zutrifft. 

Oiese Schwierigkeit f~llt dahin, wenn uir in der Gleichung (7) die 

rech%e Seite wie folgt modifizieren 

Ourch Spurbildung erh~it man aus (8) an $telle yon (6) 

~ ) (9) [ ~ = ~ CT~- ~ T ,. 

FOr schwache station~re Felder und nichtrelativistische Materie stehen 

(8) und (9) nicht im Widerspruch zu (5), denn 

~o- ~ ~_ ~__.(Energiedichte + 3xDruck) ~__ A.Energiedichte 

Die Gleichungen (8), bzu. (9) sind die Einsteinschen Feldgleichun~en. 
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Zur Fra£e der Eindeutigkeit 

Nachdem wit die Feldgleichungen in einfacher Weise erraten haben, mOs- 

sen wir uns fragen, inwiefern sie eindeutig sind. Die folgende Unter- 

suchung wird zeigen, dass man sehr wsnig Freiheit hat. 

Die Gleichung (3) legt es nahe, for dis lO Potentials ~ Feldglei- 

chungen der folgenden Struktur anzusetzen 

Darin ist ~y6~E~ ein Tensor 2. Stufe) dernur aus den ~ , so- 

wie ihren 1. und 2. Ableitungen gebildet ist. Ferner gelte die Identit~t 

Bemerkun£en: 

i) Die Forderung, dass die Feldgleichungen die ~ nur bis zu den 

zweiten Ableitungen enthalten sollen, ist sicher vernOnftig. Sonst 

mOsste man for die Anfangsdaten (im Cauchy Problem) auf einer raum- 

artigen Fl~che nicht nut die Metrik und ihre ersten Ableitungen vor- 

geben, sondern auch noch hOhere Ableitungen vorschreiben, um die Ent- 

wicklung des g-Feldes festzulegen. 

2) Dis Gleichung (ll) wird gefordert, damit "~j~O auch sine Folge 

der Feldgleichungen ist. Da sis anderseits aus den mechanischen Ge- 

setzen folgt (siehe Kap. I, ~4), gibt es im System der Feldglei- 

chungen + den mechanischen Gesetzen vier Identit~ten. AuK Grund der 

allgemeinen Kovarianz der Theorie mOssen abet vier Identit~ten be- 

stehen, wie wir weiter unten noch genauer auseinandersetzen werden. 

Es ist nun sehr befriedigend, dass man den folgenden Satz beweisen 

k a n n .  

Satz 1.  Ein Tensor ~/l~E@~ mit den geforderten Eigenschaften hat 

(in vier Oimensionen) die Form 

wo ~ der Einstein Tensor ist 

(12) 



147 

Bemerkunqen: 

Dieser Satz ist erst kOrzlich bewiesen worden (siehe ( 24 ], und dort 

zitierte frOhere Arbeiten). Vorher hat man immer noch zus~tzlich postu- 

liert, dass der Tensor ~ C ~  ~ linear in den 2. Ableitunqen ist. Die 

Rechtfertigung dafOr kann man in der G1. (3) erblicken..Es ist bemer- 

kenswert, dass man die Linearit~t in den zweiten Ableitungen nur in 

vier Dimensionen nicht postulieren muss. In hSheren Oimensionen words 

der obige Satz nicht mehr gelten. Es ist auch keineswegs trivial, dass 

die Symmetrie yon ~ nicht gefordert werden muss. Der Satz zeigt also, 

dass man das Gravitationsfeld in der Form (lO) gar nicht an einen nicht- 

symmetrischen Energie-Impuls Tensor koppeln kann. 

Wir beweisen zun~chst den 

Satz 2. In einer pssudo-Riemannschen Mannigfaltigkeit sind alle Ten- 

soren, welche die ~% und deren Ableitungen nur bis zur 2. Ordnung 

enthalten, Funktionen der ~ und dar 'I~,~V.. ~. 

Bewsis: 

Linien Geraden: xi(s) = sa i . Oeshalb gilt 

F = o 

Oa ~- symmstrisch i s t ,  folgt ~"k i j (O ) = 0 und deshalb 
In x = 0 kSnnen wit ausserdem g i j  auf Normalform bringen: 

In Normalkoordinaten (Tell i, ~5.3) sind die geod~tiechen 

(14) 

g i j ( o )  = o = 
gij ~i aij ' 

also die Entwicklung 

~. = + i . In der Umgebung von x = 0 gilt 
1 

o 

Oemnach ist 

Aus (14) fo lgt  

und daraus  

X~X3 ~--- 0 

( I s )  
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Setzen wit darin (15) ein, so kommt 

(~7) 

Wir benutzen die AbkOrzung 

(i~) 

In (17) sind die x k willkOrlich, deshalb muss der in (k,r,s) sym- 

matrische Tell der Koeffizienten verschwinden, d.h° dia zyklische Summe, 

~ ~7 ~ ~/ ~ ~ (1~) 

oder 

~ ~ -  ~ -  ~ =  ° 
k k ~ / J  (20) 

Die negativen Terme entstehen durch Vertauschen von Z~hler und Nenner 

aus den posi~iven. Start i kann man k bzw. r auszeichnen: 

E ~ r ~  ~ C , ~ -  o 

A d d i e r e n  w i t  d i e  l e t z t e n  d r e i  G l e i c h u n g e n ,  s o  kommt  

~] + (-gfj = o (2~3 

Vertauschen wit schliesslich in (28) noch i mit s • 

o ~ (nach i21)) 

Vartauschen wit darin wieder s mit i : 

(22) 

Vergleich mit (21) gibt 

(23) 
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Aus den allgemeinen Formeln for den Riemann-Tensor erh~lt man in Normal- 

koordinaten 

Oamit und (22) 

: + -- ~ ' \ ~ _ m J  " - -  -- ~ 

In Normalkoordinaten gilt deshalb dig Formel: 

= " - (24) 

Rirks bestimmt in Normalkoordinaten in p demnaoh alle 2. Ableitungen 

der gik " Die Ableitungen 1. Ordnung verschwinden. Nun ist Rirks gin 

Tensor. Deshalb folgt die 8ehauptung des Satzes unmittglbar. 

Wit beweisen nun $atz 1 unter der zus~tzlichen Voraussetzung, dass 

CI ~ in den 2. Ableitungen linear ist. 

Da I ~  die zweiten Ableitungen der ~ linear enthalten, muss 

@~ nach Satz 2 die folgende Form haben 

Auf Grund dgr reduzierten Bianchi-Identit~t ~ ~ 0  j 

~ ~  , gilt 

Also muss C ~ + , ~ C 4  : 0 ssin. 

Nach Satz i mOssen die Feldgleichungen der Struktur (i0) wie folgt 

lauten 
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8emerkungen: 

i) Die Feldgleichungen (25) sind (auch im Vakuum) nichtlineare partielle 

Diffarentialgleichungen. Dies muss so sein, da jede Form von Energie, 

insbesondere auch die "£nergie des Gravitationsfeldes" Quelle yon 

Gravitationsfeldern ist. Diese Nichtlinearit~t macht eine tieferge- 

hende Analyse der Feldgleichungen sehr schwierig. GlOcklicherweiee 

kennt man doch eine Reihe yon physikalisch relevanten exakten LSsun- 

gen. 

2) Oie Feldgleichungen (25) enthalten zwei Konstanten /~ und ~ . 

Zu ihrer Bestimmung betrachten wit den Newtonschen Grenzfall. 

Es ist 

FOr schwache statische Felder kSnnen wir, wie in ~1.5, ein "fast" 

global Lorentzsches System einfOhren, in welchem 

und d ie  ~p~ ze i tunabh~ng ig  s i n d .  

Im R i cc i  Tensor dOrfen w i t  d ie  quad ra t i s chen  Terme weglassen 

Da das Feld statisch ist, gilt 

(26) 

Im Neutonschen Limes ist anderseits (siehe ~I,5) 

Wir erhalten also (wie in ~i, GI.(14) erwartet) 

(27) 

FOr /k= 0 ist (25) ~quivalent zu (g), mit ~-- ~ , FOr 

nichtrelativistieche Materie ist LTij ~ ~ [Too ~ und deshaib er- 

halten wir~ mit (27), for die (O,O)-Komponente yon (g) die Poisson- 

Gle ichung ( 2 ) .  Ein k l e i n e s  /~ ~ 0 i n  (25) g i b t  s t a t t d e s s e n  

~ =411"~ ~-- A (28) 

Der /~ -Term entspricht also einer homogenen effektiven Maesendich~ 
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der GrSsse 

Im folgenden werden wir /~ = 0 setzen. Dies ist auch vernOnftig, 

denn die flache Metrik ist nur dann eine LSsung der Vakuumfeldglei- 

chungen (T~y = O) . Is gibt jedenfalls keine astronomische Evidenz 

for ~ ~ 0 ° Solange keine empirisohen GrOnde for die £infOhrung des 

-Terms (des sog. kosmologischen Gliedes) vorliegen, sollte man 

gegenOber der Newtonschen Theorie keine neuen Konstanten einfOhren. 

3) Der Energie-Impuls Tensor ~ muss yon einer Theorie der Materie 

geliefert werden (ebenso wie der elektromagnetische Strom j~ in 

den Maxwellschen Gleichungen). Die Konstruktion yon Tr ~ (und j~ ) 

im Rahmen einer klassisohen Lagrangeschen Feldtheorie werden wir in 

~ 3 diskutieren. In praktisehen Anwendungen beschr~nkt man sich auf 

mehr oder weniger einfache ph~nomenologische Ans~tze (z.B. ideale 

oder z~he FlOssigkeiten). 

4) In ~3 werden wit, nach dem Vorbild yon Hilbert, die Feldgleichungen 

auch aus einem Variationsprinzip herleiten. 

Uebunqsaufgaben 

Vorbemerkunqen: Man kSnnte yon den Einsteinsbhen Gleichungen abweichen- 

de Feldgleichungen erhalten, uenn die Freiheitsgrade des metrischen Ten- 

sors a priori eingeschr~nkt werden (Ober die Forderung hinaus, dass er 

eine Lorentzsche Signatur hat). Zum Beispiel kSnnte man verlangen, dass 

die Metrik konform flach ist, d.h. dass g die Form 

hat, wo ~eine flache Metrik (d.h. mit zugehSrigem Riemann Tensor = O) 

ist und ~ eine Funktion bezeichnet. (Man kann zeigen, dass dies lokal 

genau dann der Fall ist, wenn der sog. Weyl Tensor verschwindet.) Oa 

die Metrik (29) nut einen skalaren Freiheitsgrad (n~mlich ~(x) ) hat, 

benStigen wir eine skalare Gleichung. Verlangen wit, dass ~ in den 

2. Ableitungen nut linear vorkommt, so bleibt als einzige MSglichkeit 

(R = skalare Riemannsche KrOmmung). Oie Konstante in (30) wurde so ge- 

w~hlt, dass im Newtonschen Limes die Poisson-Gleichung herauskommt. 
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Diese skalare Theorie stammt yon Einstein und Fokker und stimmt in der 

linearisierten N~herung mit der ursprOnglichen Nordstr~mschen Theorie 

Oberein. Wie wit schon frOher betont haben, gibt sine solche Theorie 

keine Lichtablenkung. Ausserdem kommt die Periheldrehung des Merkurs 

falech heraus. 

Beachte, dass diese skalare Theorie das Aequivalenzprinzip erfOllt. 

Dieses Beispiel zeigt deshalb, dass aus dem Aequivalenzprinzip (ohne 

Zusatzannahmen) die Lichtablenkung nicht folgen kann. 

i. W~hle sin Koordinatensystem so, dass die Gleichung (29) die folgende 

Form hat 

(31) 

und zeige, dass dafOr 

Die Gleichung (18) lautet dann 

(32) 

(33) 

und geht also im Newtonschen Grenzfall in die Poisson-Gleichung Ober. 

2. Betrachte eine statische, sph~risch symmetrische L~sung for eine 

Punktquelle mit der Randbedingung 

3, Stelle die zugeh~rigen Differentialgleichungen der Planetenbahnen 

auf (Geod~ten zu v ~). Zeige, dass die Periheldrehung den folgen- 

den Wert hat 

L 

we M die zentrale Masse (~) und L die Konstante des Fl~chen- 

satzes bezeichnsn (U---~z~) . Dies ist 

_~_ × ~ I 
Einstein • 
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In diesem Paragraphen werden wir die Feldgleichungen aus einem Hamilton- 

schen Variationsprinzip herleiten. Insbesondere werden wit sine allge- 

meine Formel for den Energie-Impuls Tensor im Rahmen einer Lagrange- 

schen Feldtheorie geben und zeigen, dass dieser zufolge der Materie- 

gleiohungen divergenzfrei ist. In diesem Zusammenhang werden wir die 

Notwendigkeit von Identit~ten im System der Feldgleichungen plus der 

Materiegleichungen diskutieren und die Analogie mit der Elektrodynamik 

herausstellen. 

3.1. Hamiltonsches Prinzip for die Vakuum-Feldgleichunqen 

Vorbemerkunqen (zur Integrationstheorie): Bei einem Kartsnwechsel 

transformiert sich der metrische Tensor gem~ss 

Deshalb gilt 

¢r%-~ 

Daraus folgt, dass for eine stetige Funktion f auf der Lorentzmannig- 

faltigkeit M , mit Tr~ger in einem Kartengebiet~C~ mit Koordinaten 

~K~} , das Integral 

unabh~nqiq vom Koordinatensystem ist. 

FOr sine stetige Funktion mit kompaktem Tr~ger, welcher nicht in einem 

Kartengebiet enthalten ist, definieren wir das Integral mit Hilfe einer 

Partition der Eins (genau so wig bei der Integration von Differential- 

formen, siehe Teil l, ~4.7.1). Falls die Mannigfaltigkeit orientierbar 

ist, gilt 

wo ~ die zur Metrik gehOrende 4-Form ist (siehe Teil l, ~4.6.1), 

welche in positiven lokalen Koordinaten wie folgt lautet 
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Durch das so definierte lineare Funktional auf den stetigen Funktionen 

mit kompaktem Tr~ger wird in bekannter Weise ein Mass dv auf der ~- 

Algebra der Borelmengen von M definiert. Dieses nennen wir das durch 

die Lorentz Metrik bestimmte Mass. 

Das Hamiltonsche Variationsprinzip for die Vakuum Feldgleichungen lautet 

I ~" I..~ '~ ¢~4~" ---" 0 (2) 

Dabei eel D sin kompaktes Gebiet mit glattem Rand "~D und die Varia- 

tionen der Metrik sollen auf ~D verschwinden. 

Beweia : Es ist *) 

Wit batrachian zuerst die Variation yon ~ . Es war 

FBr ein geod~tisches System um einen Punkt ~ gilt in diesem Punkt 

und folglich 

*) FOr O w~hle man im folgenden sin Gebiet, welches in einem Karten- 
gebiet enthalten ist. Mit Hilfe einer Zerlegung der Eins l~sst eich 
abet dae folgende auch for allgemeine 0ebiete D (mit den obigen Ei- 
genschaften) durchfOhren. 
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(~) 

Nun transformieren sich aber die Variationen der Christoffel-Symbole 

wie Tensoren, denn nach Teil l, .~ 5.1, lautet das Transformationsgesetz 

~(~ ~x ~ ~ ~, ~Fx ~ ~" 

Folglich ist 

ein Vek to r re ld .  ~n einem geod~tischen System rolg~ aus (~) und (5) 

Diese Gleichung ist kovariant und gilt deshalb in jedem Koordinaten- 

system. Da die Variationen am Rand yon D verschwinden, kSnnen wit 

nach dem Gauss'schen Satz (siehe Teil l, 54.7.2) das erste Integral 

in (3) weglassen. Im 2. Term benStigen wit ~ und --~ . 

Nun folgt aus 

die Beziehung 

Ueberschieben wit dies mit ~ , so kommt 

Ferner gilt (siehe Seite lO0) 

• 

d.h° 

Damit 
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Setzen wit dies in (3) ein, so kommt 

= _ 

• - - , , -  _ _  (8) 

Aus (8) folgt die GOltigkeit des Hamiltonschen Variationsprinzips (2). 

[] 

,3.,2. Eine andsre Herleitunq der Bianchi Identit~t und deren.Bedeutunq 

Mit Hilfe der Variationsformel (8) werden wit im folgenden sine neue 

Herleitung der 8ianchi Identit~t gewinnen. (Die Darstellung setzt ~4 

yon Teil I voraus.) Wit halten die Ueberlegungen zun~chst allgemein, um 

sis welter unten such in einem anderen Kontext nutzbar machen zu k~nnen. 

Dazu betrachten wit sine 4-Form -~@~ , welche ein Funktional yon 

gewissen Tensorfeldern ~ sei. Dieses Funktional sei im folgenden Sin- 

ne invariant: 

Dis Gleichung (9) gilt insbssondere for den Fluss ~p~ sines Vektor- 

feldes X . Daraus folgt durch Oifferentiation nach t for t = 0 

Wir integrieren diese Gleichung Ober einen Bereich O mit glattem Rand 

und kompaktem ~ . Aus der Cartanschen Formel (siehe Teil l, ~4°5) 

folgt, wenn X am Rande ~> verschwindet, mit dam Stokesschen Satz: 
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deha 

d~ I~= o 

Insbesondere folgt for ~'-~---(*~3 sus, (8) und (i0) (ersetze in (8) 

Die Lie'sche Ableitung Cy~ hat die Komponenten(Teil i ,  p .  25) 

(.ax ~.)p " =X~'~,,.,~, + S~,~, X~/,.+ ~,~, X~,  (12) 
In einem geod~tischen System ist dies gleich 

(Lx~- )~  -- ~j,,, ~ X',. 4, 
Also gilt in einem beliebigen System 

Folglich ist 

oder, wegen der Symmetrie yon ~ 

(13) 

Oaf Or schreiben uir 

Nach dem Gauss'schen Satz verschwindet darin der erste Term. Da ~ in 

0 und 0 beliebig sind, folgt die reduzierte Bianchi Identit~t: 

Q ~ j ~  = 0 
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Diskussion: 

Die Bianchi Identit~t zeigt, dass die Vakuum-Feldgleichungen ~c~O 

nicht unabh~ngig sind. Oies muss abet so sein, wie die folgende Ueber- 

legung zeigt: Ist g eine Vakuuml~sung, so muss das diffeomorph trans- 

Feld ~ fur jeden Oiffeomorphismus ~ wieder eine Va- formierte 

kuumlSsung sein, da g und ~ physikalisch vSllig gleichberechtigt 

sind. Dis Feldgleichungen dOrfen also nur Aequivalenzklaseen diffeo- 

morpher metrischer Felder bestimmen. Da Diff (M) vier "Freiheitsgrade" 

hat, mOssen deshalb vier Identit~ten beetehen. 

"Passiv" kann man dies auch so ausdrOcken: Zu jeder LSsung der ~ 

als Funktionen gewisser Koordinaten kann man durch Koordinatentransfor- 

mationen erreichen, dass vier der ~ beliebige Werte annehmen. Des- 

halb dOrfen yon den i0 Feldgleichungen for die ~ nur deren 6 unab- 

h~ngig sein. 

Diese Situation ist sehr ~hnlich uie in der Elektrodynamik: Oie Felder 

~/u. sind innerhalb einer "Eichklasse" physikalisch gleichwertig. Oa 

in den Eichtransformationen 

eine Funktion /~ willkOrlich ist, muss eine Identit~t in den Feldglei- 

chungen for ~ bestehen. Oiese lauten im Vakuum 

Dis linke Seite erfOllt identisch 

Die obige Diskussion werden wit weiter unten auf das gekoppelte System 

Materie + Feld verallgemeinern. 
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3.3. Enerqie-Impuls-Tensor in einer Laqranqeschen Feldtheorie 

In einer Lagrangesehen Feldtheorie l~sst sich eine allgemeins Formel 

fur den Energie-lmpuls-Tsnsor geben. 

Es sei ~ die Lagrange-Funktion einer Anzahl von "Materiefeldern" 

~AIA=42"'" ~" (Zu den ~'s z~hlen wir auch das elektromagnetische 

Feld.) Der Einfachheit halber betrachten wir nur Tensorfelder, da die 

Beschrsibung yon Spinorfeldern in Lorentz-Mannigfaltigkeiten nicht be- 

sprochen wurde. Angenommen, wir kennen ~ aus der lokalen Physik im 

flachen Raum, dann sagt uns das Aequivalenzprinzip wie ~ in Anwesen- 

belt sines g-Feldes aussehen muss. Wir mUssen lediglich ~--~8~ ~ 

und gew~hnliche Ablsitungen durch kovariante Ablsitungen ersetzen (siehe 

~ 1.4). Damit hat ~ dis Form (wir lassen den Index A weg): 

Beispiel: FUr das elektromagnetische Feld ist 

A 

Dis Feldgleichungsn der Materie folgen aus dem Variationsprinzip 

o 

uobei die Felder ~ innerhalb yon D so zu variieren sind, dass die 

Variationsn am Rande verschwinden. ( ~ bedeutet wie immer die Ableitung 

(an der Stelle 0 )nach dsm Parameter der l-parametrigen Familie yon 

Feldvariationen.) 

Nun ist 

Oie kovariante Ableitung ~ vertauscht aber mit der Variationsablei- 

tung ~ . [Dies ist offsnsichtlieh, wenn man sich die Koordinatenaus- 

drUcke vor Augen h~it (da ~ mit den gew~hnlichen Ableitungen ver- 

tauscht)]. Deshalb gilt 

(16) 
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Oer erste Term rechts ist die Oivergenz sines Vektorfsldes (fOgs der 

Deutlichkeit halber Indizss an). Dieser tr~gt deshalb in (15) nach dem 

Gauss'schen Satz nicht bei. Wir erhalten aus (15) 

I 
In Oblicher Weiss schliessen wit auf die Euler-Lagrangeschen feldglei- 

chungen der Materie 

~ ~ -- o (17) 

Um den Energie-Impuls Tensor zu erhalten, betrachten wir Variationen 

des Wirkungsintegrals, welche durch Aenderungen der Metrik g induziert 

werden. @~ h~ngt vonder Mstrik einerseits explizite ab und anderseits 

implizite Ober die kovarianten Ableitungen der Materiefelder. Ausserdem 

ist die 4-Form ~ sin (invariantes) Funktional yon g . Also gilt 

Wir bet rachten zun~chst ~ . In ioka len Koordinaten i s t  

also 

Da 

folgt 

oder 

(zg) 

Obschon ~:0, ist ~ C ~ O ~  0 , da sich die Christoffel-Sym- 

bole ~ndern. Nun ist ~-~ sin Tensor. In einsm normalen Koordinaten- 
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system um einen Punkt p gilt in diesem Punkt die Gleichung 

Da beide Seiten Tensoren sind, gilt sie deshalb in einem beliebigen 

System. Die Beziehung (20) gestattet es ~ C ~  dutch ~ 

auszudrOcken. Mit partie!len Integrationen kann man deshalb die Varia- 

tion des Wirkungsintegral auf folgende Form bringen 

(nut g wird variiert) 

Den Tensor -3"~ t~ in (9) identifizieren wit mit dem Energie-Impuls Tensor; 

T ~ ist automatisch symmetrisch. Eine erste Rechtfertigung for die- 

se Interpretation ist darin zu sehen, dass seine kovariante Divergenz 

verschwindet. 

Beweis yon ~7.T = O : 

Der Beweis yon ~ - ~ = D  s c h l i e s s t  s ich  eng an die He r l e i t ung  der 

B i a n c h i - I d e n t i t ~ t  i n  Nr. 2 an. Ausgangspunkt i s t  d ie  Gleichung (10) ,  

welche for jedes invariante Funktional ~ yon ( ~ )  

ist: 

~ bezeichnet uisder den Fluss einem Vektorfeld X welches ZU p am 

Rand yon O verschuindet. Darin qeben die Aenderunqen der ~I& auf 

Grund der Materieqleichungen (17) keinen Beitra 9. Es folgt deshalb mit 

(2Z) 

  ,CLx. e ' o 

Genau so wie die reduzierte 8ianchi-ldentit~t folgt daraus 

r • =  0 (24) 

FOr bekannte Systeme gibt die Definition (21) die Oblichen AusdrOcke 

for den Energie-lmpuls Tensor. Wit zeigen dies for das elektromagneti- 
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ache Feld. FOr dieses ist 

Falls wir nur g variieren, folgt mit (Ig) 

Abet 

d.h° 

Folglich 

AuG (21) ergibt sich deshalb 

und 

4 

T~= ~ ~ 

Dies stimmt mit dem bekannten Ausdruck (siehe ~1.4) 0berein. 
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Bemerkung: In der SRT wird ~blicherweise der Energie-Impuls Tensor aus 

der Translationsinvarianz hergeleitet. Dies f~hrt zum kanonischen 

Energie-Impuls Tenser (welcher zwar im allgemeinen nicht symmetrisoh 

ist, aber immer symmetrisiert werden kann). Nun k~nnte man enderseits 

auch in der SRT das obige Verfahren benutzen, indem man formal 

~F~--9~ ersetzt, Formel (21) benutzt und hinterher f~r ~ wieder 

die flache Metrik einsetzt. Der so erhaltene Tensor ist nach (24) di- 

vergenzfrei und ~berdies symmetrisch. Die Beziehung der beiden Verfah- 

ten wird in [ 25] diskutiert. 

3.4. Analoqie mit der Elektrodynamik 

Die Definition von -TP ist sehr ~hnlich wie die Definition des Stro- 

mes ~ in der EO. Wit zerlegen die gesamte Lagrange Funktion ~ der 

Materie in einen elektromagnetischen Feldanteil ~F und einen Term 

~ , der die elektromagnetischen Wechselwirkungen der geladenen Teil- 

chen (Felder) enth~lt. Oabei ist wie bisher 

Dutch alleinige Variation der A~, welche am Rand yon 

erhalten wit 

D verschwinden~ 

Anderseits definieren wit den Strom ~ dutch 

(nur Variation yon A~) 

(26) 

(2?) 
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Mit (26) und (27) folgen dis Maxwellschen Gleichungen aus dam Hamilton- 

schen Prinzip 
? 

) ~ 9 -  o (28) 
G1eichung (27) s t e l l t  d ie zu (21) analege D e f i n i t i o n  des e lek t romagne-  

t i sohen  Stromes dar° S,eine D i v e r q e n z f r e i h e i t  f o l q t  aus der I nva r i anz  

der Wirkun 9 ~N~ unter Eichtransformationen: 

Unterwerfen wit alle Folder einer Eichtransformation mit Eichfunktion 

s. A(x) und bezeichnen ~A die Ableitung nach s an der Stelle 

s = 0 , so tragen in 

die ~^~ tier Mate:iefsld,r (a.sser ^~ ), auf Gr.nd dot Mat,riegl~i- 

chungsn, nicht bei. Es bleibt deshalb naoh (27) und 

Mit einer partiellen Integration folgt, falls /~ 

schuindet 

am Rand von D vsr- 

Folglich gilt 

~Sf= o (29) 

Oiese Gleichung folgt also einerseits aus den Materiegleichungen und 

anderseits aus den Maxwellschen Gleichungen, da ~:~---0 • Dies 

bedeutet, dass des System der Maxwellschen Gleichungen und der Materie- 

gleichungen (Euler-Lagrange Gleichungen zu ~ ) nicht unabh~ngig ist. 

Dies muss so sein, da mit einer LSsung for ~&~;~ des gekoppelten 

Systems (Maxwell-Gleichungen + Materiegleichungen) die eichtransformier- 

Felder ------~/O~A~ wieder sine LOsung darstellen mOssen (da letzte- ten 

re physikalisch v~llig ~quivalent sind). Oiese Bemerkungen lassen sich 

leicht auf Yang-Mills Theorien verallgemeinern. 
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3.5. Die Bedeutun£ der Gleichun£ V-T = 0 

v611ig analoge Rolle spielt die Gleichung " - T ' ~ ' ~ O  in der ART. Eine 

mit jeder L~sung ~;@~ des gekoppelten Systems der Feldgleichungen+ 

Materiegleiohungen (wobei wit jetzt das elektromagnetische Feld zu den 

Materiefeldern z~hlen) muss auch ~ ~  ~ fQr jedes 

@C=~I~C~ eine L~sung sein, da die beiden S~tze yon Feldern physi- 

kalisch gleichwertig sind. Da Dill(M) vier "Freiheitsgrade" hat, mOs- 

sen deshalb vier Identit~ten bestehen. (Anstelle von "aktiven" Diffeo- 

morphismen k6nnten wit auch "passive" Koordinatentransformationen be- 

trachten.) Diese vier Identit~ten bestehen nun darin, dass ~,T = 0 

sowohl eine Folge der Materiegleichungen als auch der Feldgleichungen 

ist. (Diesen Sachverhalt hat zuerst Hilbert betont.) Die Rolle der Eich- 

gruppe der Elektrodynamik wird in der ART vonder Gruppe Diff(M) Ober- 

nommen. Letztere ist natOrlich nicht mehr Abelseh. 

• .  T = 0 und Bewequn@sgleichunqen: 

Zur Gle ichung ~-T  = 0 s e i  noch fo lgendes  bemerkt .  W~hlen w i r  f o r  " ~  

den E n e r g i e - I m p u l s  Tensor e i n e r  i d e a l e n  F l O s s i g k e i t  m i t  Druck p = 0 

(sog.  i nkoh~ ren ten  S taub) ,  d .h°  

q - ~ =  ~ ~ (3O) 

und nehmen w i t  an, d ie  F lOss igke i t smenge  b l e i b e  e r h a l t e n ,  d .h .  

oder 

so folgt aue - T ' ~ > ~ = . O  " 

Dies bedeu te t  

(31) 

Die I n t e g r a l k u r v e n  von u ( S t r o m l i n i e n )  s ind  a l so  Geod~ten. Dieses 

Bewegungsgeeetz kann man a le  e ine  Folge der Fe ldg le i chungen  aneehen. 
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3.6. Variationsprinzip for Feld + Materie 

Die Einsteinschen Feldgleichungen und die Materiegleichungen folgen 

aus dem Hamiltonschen Variationsprinzip 

denn Variation yon g allein gibt nach (8) und (21) 

Folglich 

(32) 
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~4. Nichtlokalisierbarkeit der Gravitationsenergie 

In der SRT beruhen die Erhaltungss~tze fBr Energie und Impuls auf der 

Invarianz eines abgeschlossenen Systems bezOglich Translationen in Raum 

und Zeit. FOr Lorentz-Mannigfaltigkeiten sind dies i.a. keine Symmetrie- 

transformationen und deshalb gibt es in der ART keinen allgemeinen 

Energie-Impuls Erhaltungssatz. Dies hat zwar immer wieder viele Leute 

gestOrt, aber an diesen Sachverhalt muss man sich gewOhnen. Wer einen 

"Energie-Impuls Tensor fur das Gravitationsfeld" sucht, ist auf dam 

Holzweg. Oies kann man auch auf fo!gende Weise einsehen: Das Gravita- 

tionsfeld (~'~) kann in jedem Punkt wegtransformiert warden. Ohne 

Feld gibt es aber auch keine Energie und keinen Impuls. 

Trotzdem lassen sich abet for isolierte Systeme mit asymptotisch flacher 

Geometrie Gesamtenergie und Gesamtimpuls definieren. Dies warden wir 

in ~6 ausfOhrlich diskutieren. 

An dieser Stelle sei nur noch folgendes klargestellt: Falls ein Killing- 

feld K existiert (d.h. ein Feld K mit LKg = 0 ) , so kann aus 

V. T = 0 immer auch ein Erhaltungssatz gewonnen warden. Dazu bilden 

wit 

"P~=  TPI'<:~ (1) 

Es gilt 

(2) 

denn nach Formal (13) Seite 157 ist 

Oie Gleichung (3) ist die sog° Killinq Gleichun~. 

Falls 0 ein Bereich mit glattem Rand ~]) und kompaktem Abschluss 

ist, folgt (mit dem Mass dv zu g ) aus dam Gauss'schen Satz (siehe 

Tail l, ~4.'7.2) 

In der SRT hat man lO Killing Felder, entsprechend den lO Dimensionen 

der Lie Algebra der inhomogenen Lorentzgruppe. Die zugeh~rigen Gr~ssen 
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(1) sind gerade die zehn klassischen differentiell erhaltenen Gr6ssen. 

In einem Lorentzsystem lauten die i0 unabh~ngigen Killingfelder 

(diese erzeugen die Translationen) und 

% xp ~ x ~ 

(dieBe erzeugen die homogenen Lorentztransformationen). Verifizierep 

dass die Killing Gleichung for (5) und (5) erfOllt ist. Oie erhaltenen 

Gr6ssen (1) werden for (5) gleich -~ und for (6) gleich 

d.h, gleich der bekannten Drehimpulsdichte. 
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~5. Der Tetraden Formalismus 

In diesem Abschnitt formulieren wir die Einsteinschen Feldgleiehungen 

als Gleichungen yon Differentialformen. Dies hat verschiedene Vorteile, 

nicht zuletzt for praktische Rechnungen. (Wir benutzen speziell Teil l, 

~ 5.7, S.S.) 

Im folgendsn sei (~) eine (lokale) Basis yon 1-Formen und (~) 

die dazugehSrige duale Basis von (lokalen) Vektorfeldern. H~ufig werden 

wit diese Basen orthonormiert w~hlen, so dass 

= = (i) 
J O-~ 

Unter Basiswechsel 

transformiert sich 60----'C@%'~ inhomogen 

= A~ A J- d A A -~ 

die Kr0mmung ~-~=(Q~) abet tensoriell 

(2) 

(3) 

~=Ai-zA -~ (4) 

Relativ zu einer orthonormierten Basis ist (siehe Tell i, (5.6.3)) 

~+~= o (s) 

d.h.,~40(l,3) (= Lie Algebra der Lorentzgruppe). Innsrhalb dsr 

Klasse der orthonormierten 4-Beinfelder (~) ist (2) sine ortsab- 

h~ngige Lorentztransformation 

, (6) 

Zu einem festen Punkt x gibt es immer ein ~(x) derart, dass 
o 

~OC0~--~C) ist: A (x) muss nach (7) die Gleichung A~t~o3dA6~ob = 
= ~ srfOllen. Man macht sich leicht klar, dass dies immsr m~g- 
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lich ist (da ~ 7  ~ ~ 0 ( 1 , 3 ) ) .  I s t  6~(Y~==~> , so beschreibt @ ~  

ein in x iokales Inertialaystem. In x iat die ~ussere kovariante 
0 0 

Ablaitung D = d . 

Oie Metrik (1) iat natOrlich invariant unter (6). In Analogie zu den 

Eichtransformationen der Elektrodynamik (Yang-Mills Theorien) nennt man 

die lokalen Lorentztransformationen (6) auch Eichtransformationen. Die 

ART ist invariant untar diesen Tranaformationen und deshalb ist sie ei- 

ne (spezielle) nicht-Abelsche Eichtheorie. Die 4-Beinfelder ~ kann 

man als Potentiale des Gravitationsfeldes ansehen. (Variationen der ~ 

induzieren nach (1) Variationen der Metrik.) 

Die Einsteinsche Wirkung @~=~ l~sst sich bezOglich eines 4-Bein- 

feldea wie folgt darstellen 

wobei 

Indizes werden mit ~ , in ~ = ~ O ~ f ~ ! ~  ~ verschoben 

8eweis yon (8):, 

Nun ist (8iehe Tail 1, §4.6.2, Aufgabe 6) 

d.h.  

Oeshalb gilt 

l I 

und also 

(o) 

(g) 

(IO) 

[] 
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Variation der Vierbeinfelder 

Unter Variationen ~ der orthcnormierten (:) 4-Beinfelder ist 

wobei 

e e w e i s  y o n  (ii}: 

In gleicher Weise wie (lO)bekommt man die Formel 

(l~) 

{l~) 
Nun ist 

Mit (i0) und (13) folgt 

Benutzen wir die 2, Strukturgleichung, so ergibt sich 

Folglich 

~c ~~{~) ~ ^  (~I~A~2% ,~ a (%^ ~ )  
- ~,BIo~,A~{L+r~A C~}~At~I%I-~A~'/.~ " ) 

Die letzte Zeile ist gleich ~(,~I}~'A"~}'~ . Abet 
~ =  o (~1 

for den Zusammenhang yon Levi-Civit~, wie wir gleich noch zeigen werden. 

Damit kommt 

Dies beueist (ii). [] 
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Seweis von (14): 

Da in einem orthonormierten System ~@~ konstant ist und die Ortho- 

normalit~t unter Parallelverschiebung (fOr einen metrischen Zusammen- 

hang) erhalten bleibt, gilt 

Dies impliziert, mit (i0) und der i. Strukturgleichung 

~ -  ~ (~p~ ~^ ~ ) = ~e.~e^ 0 ~ 

= ~ ~ 0 ~ = ~A~ 

d.h., GI.(14) for den Zusammenhang yon Levi-Civit~. 

Ebenso z e i g t  man 

Die gesamte Lagrange Dichte ist 

(14') 

sei Unter Variationen der 

(iv) 

(18) 

* T : 3-Formen yon Enerqie und Impuls der Materie 

Mit (15) ist damit 

~ = - - ~ / ~ ( ~ ~ : / ~ ' P  *--~> + exaktes Diff. 

und die Feldgleichungen lauten 

_ %~ ^ ~: = ~ ~T~ 
(19) 

Oa sich die ~ und -Q~ tensoriell transformieren, gilt diese 

GI. nicht nut for orthonormierte Vierbeinfelder. T h~ngt mit dem 

£nergie-Impuls Tensor "~'~ wie folgt zusammen 
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In der Tat sind dann die Gleichungen (19) ~quivalent zu den Feldglei- 

chungen in der klassischen Form 

Dies wollen wir nachrechnen. Mit (20) und 

(22) 

(23) 

kann (19) auch so geschrieben werden 

Oarin benutzen wir die beiden mittleren der folgenden Identit~ten 

(welche man leicht beweist) 

(24") 

und erhalten 

Dies beweist (21). [] 

Aus (14') und der 2. Bianchi-ldentit~t,~-~=-O , folgt, dass das ab- 

solute ~ussere Differential der linken Seite yon (19) verechwindet. 
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Die Einsteinschen Feldgleichungen implizieren deshalb 

Diese Gleichung ist ~quivalent zu %7-T = O . 

(25) 

Folgerungen aus den Invarianzeigenschaften von 

Wir schreiben (ii) in der Form 

2 

Nach der Herleitung yon (21) ist 

Nun spezialisieren wit die Variationen @@~ 

Arten. 

A. Lokale Lorentzinvarianz 

exaktes Diff. (26) 

auf zwei verschiedene 

(27) 

(28) 

FOr eine infinitesimale Lorentztransformation in (6) ist 

Da *R unter solchen Transformationen invariant ist, folgt sus (25) 

= ~N~ (~A '~ '~ - -~  , ~ A ~  )+ exaktes Oiff. 

Integrieren wit dies Bber ein Gebiet D mit supp 

so folgt wegen ~ ) ~ 4 - ~ - 0  " 

@~A~ = @~A ~ ~ (29) 

oder mit (28) 

kompakt in D , 
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d , h .  

~ ~(~'~=- e~ ,̂ h ~ 

(30) 

In gleicher Weise impliziert die lokale Lorentzinvarianz von~4~ , zu- 

sammen mit den Materiegleichungen, 

B. Invarianz unter Oiff(M). 

Nun erzeugen wir die Variationen durch Lie'sche Ableitungen L x mit 

supp X kompakt in 0 . Diesmal folgt aus der Invarianz yon *R unter 

Oiff(m) 

L Xg~A*~ + exaktes Diff. = 0 (32) 

oder 

~'L x #M'%-  o (33) 

Oa 

ist 

L X ~ "  ~ ~'y ge~" "X ~_ ,  

Lx~"(^ Q--~ (,~x~ ̂  ~.,.,h-,~x(#^a,*~., 

= -~x ~^ Ed*~- ~ ^Gp- C~x~^ ~',,"~. • exaktes Diff. 
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Oarin verschwindet der 2. Term wegen (29) und ~ 0 ~ + ~ =  O. 

Es ist demnach 

und nach (33) 

% -OX +e×. (34) 

(35) 

Wieder erhaltsn wit die verkOrzte Bianchi Identit~t 

I -J>*~= o 

Genau so impliziert die Invarianz yon 

gleichungsn, 

! ~ ~--['~ = o 

(36) 

Mat ' zusammen mit den Materie- 

(37) 

Dies sind bekannte Resultate in neuem Gewand. 

8eispiel: Die Lagrangefunktion des elektromagnetischen Feldes ist 

=- - ~rA~F (38) • ~m- 

Wit berechnen ihre Variation bei gleichzeitiger Variation von F 

~ . Es ist 

und 

(39) 

Oarin kann man den 2. Term wie folgt berechnen. Aus (siehe Teil i, 

4.5.2, Uebungsaufgabe i) 

folgt 
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Multiplikation mit I~[ ~ 

Setzen wir dies in (39) ein, 

gibt 

so erhalten wir 

~(_--~ F^~-~) :-~FA~'F+ i ~ A  [.'F,~t~'A ~F- ~ FA~'~4~, "] 

In der_eckigen Klammer benutzen wir 

sowie denn 

L • 

4- 
=-E 

Oamit ist 

(¢o) 

. 

(41) 

uobei 

(42) 

0ie eckige Klammer in (40) k0nnen wir mit (24) auch wie folgt schrei- 

ben: 

= - -  ~ , 

Ea ist also auch 

T~ =-- . ~ t (43) 
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U ebun~saufgab ~ 

Man zeige, dass sich die Einsteinsche Lagrangedichte in einer ortho- 

normierten Basis wie folgt schreiben l~sst 

(Anleitung: Seize und dr~cke beide Seiten dutch 
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6. Energie, Impuls und Drehimpuls der Gravitation f~r ieolierte 
Syeteme 

In diesem Abschnitt leiten wir Erhaltungss~tze fur Energie, Impuls und 

Drehimpuls von gravitierenden Systemen mit asymptotiech flacher Geo- 

mettle her. (FUr eine pr~zise Definition dieses Begriffs siehe z.B. 

[ 15], ~6.g) Dabei werden eich die Resultate des vorangegangenen Pa- 

ragraphen als eehr nUtzlich erweisen. 

Wir bringen die Feldgleichungen zun~chet in die Form einer Kontinui- 

t~tsgleichung (siehe Gl°(4) unten), aus der sich unmittelbar differen- 

tielle "Erhaltungss~tze" ergeben. 

Ausgangspunkt ist die Gl.(5.1g) in der Form 

(1) 

Darin benutzen wir die 2. Strukturgleichung *) 

und formen den Beitrag vom ersten Term zur linken Seite von (1) um: 

Ca) 
Nach (5.14') ist " ~ :  0 , d.h. 

*) Aue -~.~- '¢~(~(.~A&~'(~.  findet man mit ~ ~ - ~  

leicht 

._c-~r~ ~ = a~: - ~ A ~ 
Ebeneo gibt die 1. Strukturgleichung: 

a9 o 
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Benutzen wit dies in (3), so kommt 

Addieren wir dazu den zweitan Term in (2), so hebt sich dieser mit dem 

unterstrichenen Term wag und wir erhalten aue (1) die folgende Form der 

Eineteinechen Feldgleichungen 

(~) 

wobei 

Aus (4) folgt der Erhaltungssatz 

(s) 

= o .  

Dies legt es nahe, *t als Energie und Impuls 3-Formen des Gravita- 

tionsfeldes zu interpretieren. Aus der Diskussion in ~4 wissen wir 

aber, dass sich diese Gr~ssen nicht lokalieieren lassen. Dies ~ussert 

sich hier darin, dass sich *t unter Eiehtransformationen nicht ten- m 
eoriell transformiertL__FUr ~ 0  (was sich in einem Punkte immer 

erreichen l~set) ist ~-~-0 • Umgekehrt versohwindet *t m auch for 

den flachen Raum nut bezOglich 91obalen Lorentzsystemen. Deshalb haben 

bestensfalls Integrale yon t m Ober raumartige Schnitte eine physi- 

kalische Bedeutung. FBr isolierte Systeme mit asymptotisch flacher Geo- 

metrie ist dies tats~chlich der Fall, wenn das Bezugssystem (~M) 

asymptotisch Lorentzsch gew~hlt wird. 

Damit wit in dieser Situation auch den totalen Drehimpuls definieran 

k~nnen, ben~tigen wit einen Erhaltungssatz der Form (6), so dass ~ 

(in ~ ~ @ ~  ) bezOglich einer natOrlichen Basis symmetrisch ist. 

Dies ist leider for den Ausdruck (5) nicht der Fall. Wir schreiben des- 

halb die Einsteinschen Gleichungen in noch etwas anderer Form *). 
% 

*) Wir folgen teilweise Ref° [19], ~4.2.11. 
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Als Ausgangspunkt w~hlen wir wieder Gl.(5.1g). Darin benutzen wir 

und erhalten mit (2) (die Basis sei nicht notwendig orthonormiert): 

Im e r s t e n  Term machen w i r  e i ne  " p a r t i e l l e  I n t e g r a t i o n "  und benu tzen  

die i. Strukturgleiohung ( ~ C D  : ~ -  ~e&~-~eb ~. 

~ r  

Damit kommt 

wobei jetzt rechts die sog. Landau-Lifschitz 3-Form steht, welche durch 

den folgenden expliziten Ausdruck gegeben ist 

Multiplizieren wir (8) mit , so folgt aus --~ 

oder 

(io) 

Daraus folgt der differentielle Erhaltungssatz 

In einer natOrlichen Basis, ~ ~  , ist das zu (9) gehBrende "~ 

jetzt symmetrisch : 

(12) 

Dies rechnet man leicht nach (unter Benutzung von ~'~F L in einer 

natBrlichen Basis; Uebungsaufgabe). 
F I 
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Auch der Ausdruck (9) transformiert sich unter Eichtransformationen 

nicht tensoriell. 

Wir setzen im folgenden 

Aus GI.(II), d.h. 

L-L. 

und der Symmetrie von ~: 

~×~A*~ ~=d~A~ ~ 

folgt 

wobei ~ =  ×~ ~- ×~*~w 

In dsr Tat ist 

o. 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

(16') 

Interpretation 

Wit betrachten ein isoliertes System mit asymptotisch flacher Gsometrie. 

Im folgenden sollen alle Koordinatensysteme asymptotisch Lorentzsch 

sein. 

FUr sine raumartige Fl~che ~ interpretieren wit 

als den totalen 4er-lmpuls und 

(1~) 

(zs) 

als den totalen Drehimpuls des isolierten Systems. Entsprechend der 

Zerlegung (12) zarfallen diese Gr~ssen je in sinen Materie- und einen 

Feldanteil. Pm und 3 ~B sind zeitlich konstant, falls die Gravita- 

tionsfelder im r~umlich Unendlichen genOgend stark abfallen. Dies st- 

warier man for sine.stationers Massenverteilung. Andernfalls werden 

sich diese Gr~ssen auf Kosten von Gravitationsstrahlung zeitlich ~ndern. 
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Wir k~nnen pm und j~B mit Hilfe der Feldgleichungen durch zwei- 

dimensionale Flussintegrale ausdrOcken. 

Integrieren wir Gl.(lO) Ober sin dreidimensionales raumartiges Gebiet 

D 3 , so folgt 

Damit ist 

4 ..,~ -... 

wobei das Integral Bbsr sine im "Unendlichen liegende" Fl~che erstreokt 

werden muss. Demselben Ausdruok fBr den totalen 4er-Impuls erh~lt man 

auch aus Gl.(4). 

Nun verwandeln wir auch den totalen Drehimpuls in sin Flussintegral. 

Benutzen wir in (16') dis Feldgleichung in der Form (lO), so folgt 

4~-,,-~ qz~ki~=x~a6 ~--x~6~ = ~Cx~ 6~- ×~I ) 

- ( 2 0 )  

wobei 

(21) 

Wit sohreiben auch den 2. Term rechts in (20) ale exaktes Differential. 

Es ist 

O.rin ben-tze. ~ir ~i~=-- 0 , d h 

und erhalten 
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Aber 

in (22) eingesetzt 

Da 

folgt schliesslich 

d,~^ ~' ~', ~'-~ ~"+ ~,~ ('~h~ ~'~ ~'~ 

d°h .  

(23) 

Setzen wir dies in (20) sin, so erhalten wit for den totalen Drehimpuls 

(18) 

pm und 3 m~ mind im folgenden Sinne eichinvariant: 

Unter einer Umeichung 

welche sich asymptotisch auf die Identit~t reduziert, bleiben die 

Flussintegrale (19) und (24) invariant. Beweis: Oie homoganen Anteile 

in (25) geben offensichtlich keine Aenderung der Flussintegrale. Oer 

inhomogene Anteil gibt als Zusatz ein Oberfl~chenintegral Ober ein exak- 

tes Differential, welches nach dem Stokesschen Satz verschwindet. 

Pm und 3 ~ transformieren sich nach dem Gesagten unter jeder Trans- 
o 

formation, welche die flache Metrik o ~ amymptotisch invariant 
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l~sst, wie ein 4-er-Vektor, bzw. sin Tensor; denn jede solche Trans- 

formation kannals Produkt einer Lorentztransformation (unter welcher 

sioh Pm , 3m8 wie Tensorsn transformieren) und einer Transformation, 

welche sich asymptotisoh auf die Identit~t reduziert, dargestellt wer- 

den. 

Erq~nzun~. Um den Anschluss an die Oarstellung in anderen LehrbOchern 

(vgl. z.B. [12 ], ~ lOl) herzustellen, benutzen wir das Resultat der 

nachfolgenden Uebungsaufgabe. Mit diesem l~sst sich die Feldgleichung 

(lO) auch in folgender Form schreiben: 

- 

Oer Ausdruok (9) for ~.~ L-L l~sst sich expliziter ausrechnen. 

Das Resultat ist (siehe [ 12 ], Gl.(lO1,7)) : 

Dies ist ein quadratischer Ausdruck in den ersten Ableitungen ~ ]j~L) 

Uebungsaufqabe. 

Zeige, dass die links Seite der Feldgl.(lO) wie fo!gt geschrieben uer- 

den kann 

wobei 

(29) 

das sog. Landau-Lifschitz "Superpotential" ist. 
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LSsqn 9 • 

Also 

Zun~chst ist 

- - c ~ ~  ~ -~(.~* ~ -  ~ ,~  ~^a~ ~ ~ 

Der durchstrichene Term tr~gt aus SymmetriegrOnden nicht bei. 

Setzen w i r  die linke Seite gleich ~ ~ , so ist also 

oder (siehe Teil i, p. 40 ) 

Da der letzte Faktor antisymmetrisoh in ~ ,~ ist, muss man in m, 

nicht mehr antisymmetrisieren. Deshalb bleibt for ~ eine zyklische 

Summe in (~, ~, ~) 

Der erste Term dieser Summe ist 

{*) 
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Darin banutzen wir 

und 

~ ~ ~,~ =-~t~ 

Deshalb ist (*) gleich [ ~(--~, ~ ),~ ],~ . Analog verein- 

facht man die beiden anderen Terme in der zyklischen Summa und findet 

leicht 

was zu zaigen war. 
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~7. 8emerkungen zum Cauohy-Problem 

Das Studium des Cauchy-Problems gibt eine vertiefte Einsicht in die 

Struktur der Einsteinschen Feldgleichungen. FOr eine detaillierte Un- 

tersuchung dieses schwierigen Problems verweise ieh auf Ref. [21], 

Kap. 7. Wir begnOgen uns hier mit ein paar einfachen Bemerkungen. 

Die Natur des Problems 

In der ART besteht das Cauchy-Problem im folgenden. (Wir beschr~nken 

uns der Einfachheit halber auf das Vakuum°) Gegeben sei eine dreidimen- 

sionale Mannigfaltigkeit ~ und gewisse Anfangsdaten ~. Gesucht ist 

eine vierdimensionale Lorentz-Mannigfaltigkeit (M,g) und eine Ein- 

bettung ~':~ ~ , derart, dass g die Einsteinschen Feld- 

gleichungen erfOllt und ~ eine Cauchy-Fl~ohe for (M,g) ist. 

Letzteres bedeutet folgendes" ~ ~ - ~ - - - ~ - - ~ U ~ - ~ )  

wobei -JJ~ die Menge der Punkte p bezeichnet, welche die Eigen- 

schaft haben, dass jeda nicht raumartige Kurve dutch p , welche in 

die Vergangenheit nicht ausdehnbar ist, ~ sehneidet.~J~) nennt 

man auch den Abh~ngigkeitsbereieh von ~ . Entsprechend ist "~-~ 

definiert. 

Man sagt ( ~I~ ) sei eine Entwicklunq von (~z) . Eine andere 

Entwicklung ( ~,~i)~/ ) ist eine Erweiterun~ von (k;~j~), falls 

eine injektive differenzierbare Abbildung ~ : M----~pM' existiert, 

welche das Bild von~ punktweise invariant l~sst und g in g' Ober- 

fOhrt. 

Nun ist folgendes zu beachten: Jedes ( ~ ~) ~ ) ) ist eine Erweite- 

rung yon ( ~)~)~ ) , wenn ~1~=~4_ ~ , und ~ ein Diffeomorphismus 

ist, welcher ~ punktweise invariant l~sst. In diesem Sinne ist 

die Entwieklung von (~,~) nicht eindeutig. Um sie eindeutig zu ma- 

chen, muss man vier Eichbedinqunqen stellen. Man kann folgendes zeigen 

(eine heuristische BegrOndung folgt). Falls die Anfangsdaten ~ gewisse 

Nebenbedingungen auf ~ erfOllen, dann existiert eine Entwicklung von 

(~,~) ° Welter existiert eine solche, welche maximal ist (d.h. sie 

ist Erweiterung jeder anderen Entwioklung). NatOrlich ist diese nur ein- 

deutig, wenn vier Eichbedingungen gestellt werden. Ausserdem h~ngt g 

auf ~ C _ ~  nur yon den Anfangsbedingungen auf ~"~U~ ~ ab 

C'~'-~.~ : kausale Vergangenheit yon U ). Ueberdies ist diese 
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Abh~ngigkeit stetig, wenn U einen kompakten Abschluss in ~ hat. 

Heuristische Betrachtunq des lokalen Problem 

Wir betrachten das lokale Problem der Cauchy-Entwicklung. Auf der"Ebe- 

ne" x°= t seien ~ und ~ o  vorgegeben. Die Feldgleichungen er- 

mSglichen es uns nicht, daraus alle ~)~J)O0 zur Zeit t zu bestim- 

men, d.h. der Computer kann die Entwicklung der ~ nicht berechnen. 

Dies sieht man aus der reduzierten 8ianchi-Identit~t, welche die fol- 

gende Gleichung impliziert 

Die rechte Seite enth~lt hSchstens zweite zeitliche Ableitungen und 

demzufolge auch die linke Seite. Dies zeigt, dass ~O nur erste Zeit- 

ableitungen enth@lt. Deshalb kSnnen wir aus den Feldgleichungen 

~ 0  = 0 ( 2 )  

nichts Ober die zeitliche Evolution lernen. Diese mOssen vielmehr als 

Nebenbedin~unqen for die Anfangsdaten, d.h. for ~ und ~/~ zur 

Zeit t auferlegt werden. Als "dynamische" Gleichungen bleiben ledig- 

lich die anderen sechs Feldgleichungen 

Diese laseen eine vierfache Unbestimmtheit for die zehn zweiten Ablei- 

tungen ~/@@ Obrig, deren Ursache uns inzwischen klar ist. Zu ihrer 

Beseitigung mOssen wir vier Eichbedingungen stellen. Als Beispiel w~h- 

5dx ~ = 0 (5: Co- len wir die "harmonischen Koordinatenbedingungen" 

differential). Explizit lauten diese 

Oaraus ergibt sich 

(4) 

(5) 

und jetzt reichen die lO Gleichungen (3) und (5), um die 2. Zeitablei- 

tungen der ~ zu bestimmen. 

Wichtig ist nun, dase bei der L~sung des Anfangswertproblems die Neben- 

bedingungen (2) zu jeder sp~teren Zeit automatisch erfOllt sind. Dies 
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ergibt sich wie folgt: Unabh~ngig von den Feldgleichungen iet 

~ ~ ~ (6) 

FOr x°= t sell natOrlich (2) erfOllt sein. Zusammen mit (3) ver- 

schwindet also ~ ~berall fur ×o = t . Dies gibt wit (1) ~ 0  

for x ° = t , weshalb die Nebenbedingung (2) propagiert. 

Bei gegebenen Anfangsdaten for ~ , ~o , welche die Nebenbedin- 

gung (2) zur Anfangszeit erf~llen, kann also ein Computer das Anfangs- 

wertproblem l~sen. 

Verallgemeinere die ebige Diskussion auf -~'~ 0 . Dabei ist zu be- 

achten, dase -r~.~D unabh~ngig von den Feldgleichungen gilt 

(siehe ~3.S). 
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~8. Die Charakteristiken der Einsteinschen Feldgleichungen 

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Ausbreitung einer gravitativen 

Wellenfront. Es wird sich zeigen, dass die Normalenvektoren einer Wel- 

lenfront immer lichtartig sind. 

Ale (p~dagogische) Vorbereitung bestimmen wir zuerst die Charakteristi- 

ken der verallgemeinerten Wellengleichung° Der Wellenoperator 

F1 ~ /~(~ ~ / ~  einer Lorentzmannigfaltigkeit (M,g)ist 

C]~= d o~'~'Bo ct (1) 
FOr eine Funktion ~ i s t  spez ie l l  

(2) 

Die Koordinatendarstellung lautet (siehe Teil l, ~4.6°3, Gl.(28)) 

(3) 

Das Cauchy-Problem for die verallgemeinerte Wellengleichung 

EI~---- o (~) 

besteht in der Bestimmung der Funktion ~ , wenn ~ und seine l. Ab- 

leitungen auf einer Hyperfl~che 

~ 0 (5) 

vorgegeben eind. Dieses Problem hat sicher keine eindeutige L6sung, 

wenn die Hyperfl~che so gew~hlt wird, dass die Wellengleichung (4) die 

2. Ableitungen von ~ auf der Hyperfl~che nicht bestimmt. In diesem 

Falle nennt man die Hyperfl~che sine charakteristische Fl~che, oder ei- 

ne Charakterietik der Differentialgleichung (4). Auf charakteristische 

Hyperfl~chen sind Unstetigkeiten der zweiten Ableitungen m~glich. Des- 

halb muss eine (sich beweqende) Wellenfront eine Charakteristik sein. 

Angenommen, ~II=~'~-~/~ habe auf der Fl~che (5) eine Unstetigkeit. 

Dann muss der Koeffizient yon ~" in ~ verschwinden. Da (4) 

~quivalent zu d*d~ = 0 ist, folgt aus 

q.,' . . . .  
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dass du A * d u  = 0 

aufgabe i) 

sein muss. Aber (siehe Teil i, ~4.5.2, Uebungs m 

au/x = (._du,a 5 

Damit ist gezeigt, dass der Normalenvektor zur charakteristischen Fl~- 

che lichtarti 9 sein muss. 

Nun beweisen wir die entsprechende Aussage for dis Einsteinschen Feld- 

gleichungen. (Wir folgen Ref. [19], ~4.2.13). 

Sei (¢) ein orthonormiertes 4-Beinfeld, welches die Einsteinschen 

Feldgleichungen 

- - ~ q [ ~  A -C~--~'~-- ~ r ~  ~-T~ (6) 

erflillt, aber bez~glich einer lokalen Koordinate u auf der Hyperfl~- 

che u(x) = 0 eine Unsteitigkeit in der 2. Ableitung hat. Der Teil yon 

~ , welcher unstetige erste Ableitungen hat, muss proportional zu 

du sein: 

dO ~-~-~ C;~A@~ + stetige Terms (7) 

Wit zerlegen ~@---,~C~ in den symmetrischen und den antisym- 

metrischen Anteil 

Im folgenden sind alle Gleichungen modulo stetiger Terme zu verstehen. 

Die Zusammenhangsformen sind 

und 

d.h., die i. Strukturgleichung ist nach (7) erfOllt. Nach Voraussetzung 

ist eine m~gliche Unstetigkeit in der KrOmmung im Term ~¢~ enthal- 

ten, welche nach (7)auf ~?~m.J ~~O..~fl~ beruht. Nach (9) 

tr~gt abet davon der antisymmetrische Anteil ~ nicht bei. Es 

bleibt 
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l I 

i 

Daraus folgt (i := i , e : duale Basis zu ~a) : 
e 

~ _ ~ ^  ~ = c~,~'~ C ~ - ~  ~ ~ ~ 

und dies impliziert 

(lo) 

Aber im__~-~m~ = RB~.~.--~ Nach den Einsteinschen Feldgleichungen ist des- 

halb die linke 5eite stetig. Deshalb ist entweder-~ stetig oder 
2 

n -- 0 ° 

"Echte" Unstetigkeiten machen sich aber in der KrOmmung bemerkbar. 

(Man kann auch im flachen Raum Vierbeinfelder mit unstetigen 2. Ablei- 

tungen konstruieren, welche aber selbstverst~ndlich nichts mit Unstetig- 

keiten des metrischen Feldes zu tun haben.) 

Wir haben also gezeigt, dass eich echte Unstetigkeiten nur l~ngs 

Fl~chen mit lichtartigen Normalen ausbilden kSnnen. Oeshalb brei- 

ten sich Aenderungen des Gravitationsfeldes mit Lichtgeschwindig- 

keit aus. 



KAP. III 

DIE SCHWARZSCHILD-LOESUNG UND DIE KLASSISCHEN 

TESTS DER ALLGEMEINEN RELATIVITAETSTHEORIE 

"... Denk Dir meine Freude bei der Durchf~hrbarkeit der 

allgemeinen Kovarianz und beim Resultat, dass die Glei- 

chungen die Perihelbewegungen Merkurs richtig liefern 

Ich war einige Tage fassungslos vor freudiger Erregung." 

(A. Einstein, am 17. Januar 1916 an P. Ehrenfest.) 

Die LSsung der Feldgleichungen, welche das Feld ausserhalb einer sph~- 

risch symmetrischen Massenverteilung beschreibt, wurde yon Karl Schwarz- 

schild gefunden, und zwar schon zwei Monate nachdem Einstein seine 

Feldgleichungen publiziert hatte. Schwarzschild fOhrte diese Arbeit 

unter besonderen Umst~nden aus: Im FrOhling und Sommer 1915 musste er 

sich an die Ost-Front begeben. Oort holte sich Schwarzschild eine in- 

fektiSse Krankheit under kehrte im Herbst 1915 sehr krank nach Deutsch- 

land zurBck. Er starb wenige Monate sp~ter, n~mlich am ll. Mai 1916. 

In dieser kurzen Zeit schwerer Krankheit schrieb er zwei bedeutende Ar- 

beiten. Die eine betraf die Theorie des Stark-Effektes in der Bohr- 

Sommerfeld Theorie und in der anderen 15ste er die Einsteinschen Feld- 

gleichungen for ein statisches sph~risch symmetrisches Feld. Aus dieser 

LSsung leitete er die Periheldrehung des Merkurs und die Lichtablenkung 

am Sonnenrand ab. Einstein hatte diese Effekte frOher berechnet, indem 

er die Feldgleichungen in post-Newtonscher N~herung 15ste. 
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~i. Herleitung der Schwarzschild-L~sung 

~ , = ~ ~  ~Z . Die Metrik habe Als Mannigfaltigkeit w~hlen wir 

in Polarkoordinaten und nat~rlicher Basis dis Gestalt 

AbkOrzend haben wir dt 2 fur dt ~ dt , etc., geschrieben. *) 

Dis Koordinate r ("Radius") ist geeignet normiert: Ein Kreis vom Ra- 

dius r hat den Umfang 2,r . 

Die Funktionen a(r) und b(r) gehen asymptotisch gegen Null (g ist 

asymptotisch flach). Mit dem Ansatz (1) mdssen wir nun in die Feldglei- 

chungen eingehen. Dazu muss man den zu (1) geh~renden Ricci-Tensor 

(Einstein-Tensor) bestimmen. Dies kann man mit dem Cartanschen KalkO1 

besonders schnell bewerkstelligen. (Die traditionelle Rechnung Ober die 

Christoffel-Symbole wird z.B. ausfOhrlich in Ref. [17], ~ 6.1 vorge- 

fOhrt.) 

Wit u~hlen dis folgende Basis yon l-Formsn 

(2) 

Damit lautet die Metrik (1) 

(3) 

*) Die Lorentz-Mannigfaltigkeit (M,g) (mit g vonder Form (i)) ist 
sph~risoh symmetrisch im Sinne folgender 

Definition: Eine Lorentz-Mannigfaltigkeit ist sph~risch symmetrisch, 
fails sie die Gruppe S0(3) als Isometriegruppe zul~sst, wobei die 
Gruppenorbits zweidimensionale raumartige Fl~ohen sind. 

Umgekehrt l~sst sich zeigen, dass in einer sph~risch symmetrischen 
und statischen Raum-Zeit immer Koordinaten so eingefOhrt warden k~n- 
nan, dass g die Form (1) hat. Dies beweisen wir im Anhang zu 
Kap. III. 
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d.h. die Basis 

menhangsformen 

ist orthonormiert. Folglich gilt for die Zusam- 

Um diese aus der 1. Strukturgleichung zu bestimmen, bilden wir 

(a' = da/dr, etc.) 

~0 ~-. o 

D i s  : ~ c h t s ~  S s i t s n  d ~ k ~ n  ~,i~ d ~ : ~ h  d i ~  B ~ s i s  g e ^ g ~  a u s .  

aoo= ~ , ~  g~4~o , d~ ~- o 

a¢_z~_~'^~ , ~ = , - ~ ^ ~ - ~ o k g  ~ 
"i- (s) 

Vergleicht man dies mit der 1. Cartanschen Strukturgleichung 

---~~----60~A ~ , so vermutet man die folgenden AusdrOcke for 

dis Zusammenhangsformen : 

-t- (6) 

Dieser Ansatz erfOllt tats~chlich (4) und die i. Strukturgleichung. 

Anderssits ist die L~sung eindeutig (siehe Tsil i, ~5.7). 

Aus der 2. Strukturgleichung finden wit jetzt routinem~ssig die 

KrOmmungsformen. 
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Ebenso erh~it man die anderon Komponenten. 

Wir fassen das Ergebnis in 0bersichtlicher Form zusammen. (.~ ist 

proportional zu ~A ~ • Dia Indizes 2 und 3 sind gleichberechtigt.) 

-r 

.%- 
-°/,~,---~" B • 

(~) 

Oaraus kann man die Komponenten des Riemann-Tensors bezOglich der Ba- 

sis ~ ablesen und anschliessend den Ricci- souie den Einstein-Tensor 

berechnen. 

Man finder leicht 

c=°° = T~- '.,: ~_ 3 

a l le  andern ~ u ~  C> 
P 

(8) 
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Nun 15sen wir die Vakuumgleichungen 

+ G = 0 dass a'+b' = 0 , d.h. Zun~chst folgt aus Goo ll ' 

ist (da asymptotisch a,b~ 0 ). 

Aus G = 0 folgt sodann 
O0 

~(. ~ ~ '~÷  ~ = 
"f" " t  "~  "1' ~" 

odBr 

a + b = 0 

wobei m eine Integrationskonstante ist. Wir erhalten dsmit die 

Schwarzschild-LSsung 

, t -  A. -2s~ 11- (9) 

Uebungsaufgabe: Man lasse in (i) zeitabh~ngige Funktionen a(t,r) , 

b(t,r) zu und zeige, dass die Komponenten des Einstein-Tensors bez~g- 

lich der Basis (2) dutch folgende AusdrOcke gegeben sind 

(~ = da/dt, etc.) : 

~- ~__ ~C ,__ ~_~ ~ 
~ t ~ 

0-----~ ; alle andern ~--- 0 

(lo) 

Oas 8irkhoff-Theorem 

FOr diese AusdrScke 15sen wir die Vakuumgleichungen. Die Gleichung 

G 1 = 0 impliziert, dass b zeitunabh~ngig ist und deshalb folgt aus 
0 

Goo = 0 , dass b dieselbe Form wie im statischen Fall hat. Wieder lie- 

fert Goo + Gll = 0 die Bedingung a'+ b' = 0 ; abet diesmal k~nnen 

wit nur auf 
a=- ¢ ~ 

schliessen. Die weiteren Vakuum-Gleichungen sind nun alle erfOllt und 
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dis Metrik lautet 

FOhren wir darin die neue Zeitkoordinate 

sin, so erhalten wir wieder die Schwarzschild-Metrik (9). 

FOr r > 2m ist also ein sph~risch symmetrisches Vakuumfeld notwen- 

diqerweise statisch. 

Die Intsgrationskonstante 

der Newtonschen N~herung im asymptotischen Gebiet. Dort muss 

goo ~ i+ 2~ , ~ =- GM/r ssin. Also ist 

I m = ~k/c ~ 

m in (g) bestimmen wir dutch Vergleich mit 

Wir wollen zeigen, dass dis Integrationskonstante M 

totalen Energie pO ist. 

Dazu schreiben wir (9) in fast-Lorentzschen Koordinaten. 

Sei 

- . - i t .  

Substitution in (g) gibt 

(1o) 

auch gleich der 

(lZ) 

(z2) 

Setzen wir noch 

×~= xs=.~  ~ • 

so lautet die Schwarzschild-Metrik 

(13) 
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mit 

'~ R.,.F-J (14) 

BezOglich der orthonormierten Tetrade 

finder man die folgenden Zusammenhangsformen 

Nun berechnen wir pO nach (II.6.19) 

Wit integrieren Ober eine grosse Kugeloberflgche; dann ist 

(is) 

~_: Raumwinkelelement. Oamit kommt 

Man rechnet auoh leicht nach, dass pi = 0 ist. Ferner words man aus 

(II.6.24) einen verschwindenden Orehimpuls erhalten. 

Die Schwarzschild-LSsung (9) hat sine scheinbare Singularit~t bei 

ist der sog. S chwarzschild-Radius. Schwarzschild selber hat diese 

"Singularit~t~sehr gest~rt. Deshalb untersuchte er in einer zweiten Ar- 

belt die L~sung der Einsteinschen Feldgleichungen for eine sph~risoh 

symmetrieche statische Massenverteilung mit konstanter Energiedichte. 

Oabei zeigte mr, dass der Radius einer solchen Konfiguration ~>@/~ 

sein muss. Dieses Resultat befriedigte ihn sehr, denn es zeigte, dass 

die Singu!arit~t (fOr die betrachtete Situation) nicht relevant ist. 

Etwas sparer, n~mlich 1923, wurde abet yon Birkhoff bewiesen, dass sine 

sphgrisch symmetrische Vakuum-L~sung der Einsteinschen Gleichungsn for 
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r >R notwendigerweise statisch sein muss. Deshalb ist auch das Aus- 
s 

senfeld einer nichtstatischen, sph~risch symmetrischen Massenverteilung 

for r>R notwendigerweise die Schwarzschild-L~sung. Die untere 
s 

Schranke 9/8 R ist aber for eine nichtstatische Situation nicht 
s 

mehr gUltig und es ist deshalb nStig, genauer zu untersuchen, was es 

mit der Schwarzschild-Sph~re r = R auf sich hat. Dies werden wir im 
s 

Abschnitt 7 tun. Es wird sich zeigen, dass bei r = R s keine Singula- 

rit~t vorliegt; lediglich das benutzte Koordinatensystem verliert dort 

seine Zust~ndigkeit. Trotzdem hat aber die Schwarzschild-Sph~re eine 

eminent physikalische Bedeutung (Horizont ~). FOr r < R s ist die L~- 

sung nicht mehr statisch (s. Seite 233). 

Geometrische Deutung des r~umlichen Tails der Schwarzschild-Metrik 

Wir wollen den r~umlichen Teil der Metrik (9) geometrisch veranschau- 

lichen. Dazu betrachten wir die zweidimensionale Untermannigfaltigkeit 

( ~==~r/~ , t = konst) und stsllen diese als Rotationsfl~che im 

dreidimensionalen Euklidischen Raum dar. Die betrachtete Untermannig- 

faltigkeit hat die Metrik 

= 

A- ~/~ 

F~r eine Rotationsfl~che im ~3 ist anderseits die Metrik in Zylinder- 

koordinaten, wenn z(r) die Fl~che beschreibt, 

Damit dies mit (17) Obereinstimmt, muss 

2.. u~. 

sein. Intsgriert gibt dies z = [8 m (r-2.m)] ½ + konsto . Setzen wit 

dis Integrationskonstante gleich Null, so erhslten wit sin Rotations- 

paraboloid " 
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~2. 8ewegungsgleichungen im Schwarzschild-Feld 

Wit betrachten einen ProbekSrper im Schwarzschild-Feld. Seine geod~ti- 

sche Bewegungsgleichung iet die Euler-Gleichung zur Lagrange-Funktion 

~ ~ ~  ) welche for die Form (9) der Schwarzechild-Metrik 

durch folgenden Ausdruck gegeben ist (ein Punkt bedeutet die Ableitung 

nach der Eigenzeit): 

~-2.u~l~ (z) 

NatOrlich ist l~ngs der Bahn 

2 ~ 4  

Wit betrachten zuerst die ~- Gleichung 

(2) 

Aus dieser folgt: Falls anf~nglich der ProbekSrper sich in der Aequa- 

torebene ~=~/2- bewegt (d.h. ~ = 0 ist), so ist ~----___~-/~.. Ohne 

Einschr~nkung der Allgemeinheit sei im folgenden ~--~r~Z . Oann ist 

2 .,~ = ( A - z ~ / . ~ )  "i: = -  -i =" _ ~ % ~ -  
x-~.~/.~ (s) 

Die Variablen ~0 und ~ sind zykliech, folglich gilt 

_ ~ . .  _#@_ ~,~.~.-.  L 

~.~ - -~ (~-'~I,') =c.~.c~. --- • E 

(4) 

(s) 

Wir eetzen (4) und (5) in (2) ein 

(6) 

Oaraus ergibt sich 

~ V(*") = E ~ 

mit dem effektiven Potential 

('7) 

-~  .,1t- ,t6 
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Bemerkunq: Die Erhaltungss~tze (4) und (5) beruhen auf dem folgenden 

allgemeinen Sachverhalt: Sei ~ eine Geod~te mit Tangentialvektor u 

und ~ sei ein Killingfeld. Dann ist 

C~)~3 = konst (g) 

In der Tat ist 

0 
FOr die Schwarzschild-Metrik sind ~ und~/~@ Killingfelder. 

Die zugehBrigen Erhaltungss~tze (g) lauten 

Wir interessieren uns im folgenden vor allem for die Bahnkurve ~{@~. 

Nun ist (ein Strich bedeute die Ableitung nach ~ ) 

.~'= ~i~ __> q,=~-'r/= ~'LI. ~- 
Aus (7) wird damit 

Nun sei 

oder 

.,z L'I .4-= E:+ V(+~ 

~=m4/@ ~ ¢ : - - ~ [ y ~ )  . In dieser Variablen kommt 

L 2 L ~ 
(lo) 

Diese Gleichung differenzieren wit nach 

~ ' ~ I ~ z ~ ' :  ~ ,  uJ÷ ~ I ~  "- 
L ~ 

A l s o  i s t  e n t w e d e r  u t = 0 ( K r e i s b e w e g u n g )  o d e r  

(zz) 
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An diaser Stelle haben wir eine VergleichsmOglichkeit mit der Newton- 

schen Theorie. In dieser lautet die Lagrangefunktion for sin Potential 

( r )  ' 

Da ~ z y k l i s c h  i s t  g i l t  r2d@/dt  = kons t  =: L u n d , d i e  r - G l e i c h u n g  

lautet 

Nun ist 

Eingesetzt 

N 
~-~ ~ = "~' L/~z--- LuJ 

~ 3-~ ~=- 

L ~. (123 

Speziell for ¢~p= - GM/r folgt 

~t,~ ~ = ~ H / L  ~- ( i s )  

OemgegenOber enth~it (ii) d'en Zusatz 3 mu 2 . Diese "StBrung" ist klein, 

denn 

/ 

(~.L : Geschuindigkeit senkrecht zum Radiusvektor). 

Die Gleichung (ll) kSnnen wit nach (12) ale Newtonsche Bewegungsglei- 

chung for das Potential 

-r  "t~, (~4) 
a u f f a s s e n .  

-~ * * 
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~3. Periheldrehung eines Planeten 

Wir diskutieren nun die Bahngleichung (2.11), wobei wir den Term 3mu 2 

als kleine StSrung behandeln. In Newtonscher N~herung ist die Bahn eine 

Kepler-Ellipse 

(1) 

mit 

(2) 

Dies setzen wir in den StSrterm ein und erhalten aus (2.11) in erster 

N~herung 

L" (3) 

Partikul~re Integrale der folgenden drei Gleichungen 

bLl{.i..-Ix ~ A ~ 

sind 

f 
A 

U(-- :LA@ ~ q ~  

).- G) 

(4) 

(s) 

Oavon fOhrt das mittlere zu einer s~kularen Aenderung. In zweiter Appro- 

ximation ist 

-L ~ L" 
(6) 

Nach dieser Gleichung ist r eine periodische Funktion van (~ mit der 

Periode 

.~-"~/t_" 

Oie Absidendrehung oder Perihelanomalie ~ ist mit (2) 
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~-~/L ~ L ~ ~(I-~=> 
(7) 

Disser Effekt der ART ist umso ausgepr~gter, je kleinar die Bahnhalb- 

achse a und je gr~sser die Bahnexzentrizit~t ist. (Bei grossen Exzen- 

trizit~ten l~sst sich zudem vonder Beobachtung her das Perihel sicherer 

festiegen als bei kleinen°) FOr die Planetsn ist Merkur der gOnstigste° 

FOr ihn erh~lt man 

~Einstein = 42.98" pro 3ahrhundert (8) 

Dies stimmt mit Radar-Echo-Beobaohtungen besser als bis auf ½ % Oberein. 

FOr die anderen Planeten ist die Situation wesentlich ungSnstiger. Die 

"beobachteten" 43" pro 3ahrhundert sind der Restbetrag, der Obrig- 

bleibt, nachdem die Nswtonschen St~rungen der anderen Planeten, welche 

etwa 500" ausmachen (~), abgezogen worden sind° Eine weitere, rein New- 

tonsche St~rung, wOrde durch ein eventuelles Quadrupolmoment der Sonne 

verursacht° Diese wollen wir berechnen. 

Das Newtonsche Potential ausserhalb einer Massenverteilung mit Dichte 

t~-~'l 

FOr r > r' gilt 

4-~ i . . { i . ~  ~ 

t~-.~' l  ~.=o ~=-e  . . . T ,  

Also gilt for ~ die Multipolentwicklung 

wobei 

(9) 

(9')  

Nun sei ~ (~) unabh~ngig vom Azimutwinkel ~ und symmetrisch unter der 

Reflexion an der (x,y)-Ebene. Dann ist Q~m = 0 for m ~ 0 . Oer Mono- 

polanteil ist (Yoo = i/~'~) gleich - GM/r . Wegen der Spiegelungs- 
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symmetrie verschwindet der Dipolanteil: 

Damit bleibt 

(zo) 

mit 

- (ill 

E$ genOgt, den Quadrupolterm mitzunehmen. FOr ~_---Ir~ ist 

_ = ~ (~2) 

Dies hat dieselbe Form wie (2.14), wenn wir dort im 2. Term die Sub- 

stitution ~--~A~---~ vornehmen. 

Entsprechend erhalten wir an Stelle von (7) 

6m~ 4_T~ 1~ 

• 7= 

d.h. 

(zs) 

Dieses Ergebnis zeigt, dass Sk~Quad und A~Einstein verschiedene 

Abh~ngigkeiten von e und e haben. 

Numerisch ist f~r den Merkur, in Bogensekunden pro Jahrhundert 

A~Einstein ~- ~@Quad = 42.98 + 0.013 (J2/10-7) (14) 

$ 

Naeh Hill und Mitarbeitern ist J2~ 0.5 x lO -5 . Das Quadrupolmoment 

der Sonne scheint also genOgend klein zu sein, um die sch~ne Ueberein- 

stimmung zwischen Theorie und 8eobachtung nicht wesentlieh zu st~ren. 

Die NASA plant sonnennahme RaketenflOge, welche eine genauere 8estim- 

mung des Quadrupolmomentes der Sonne erm~gliehen werdeno 
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~4. Die Liehtablenkung 

FOr die Lichtstrahlen muss man (2.1) durch ~=~ ersetzen. 

Dann erh~lt man an Stelle yon (2.6) 

O-~/ry~E~-L~_~/~ ~ ~-~- QI~= o (1) 

und start der Gleichung oberhalb (2,10) (streiche die 1 in (l+L2u2)) 

b ~ ~'== E ~- O-~u-) L~u7 - 

Die Bahngleichung f~r Lichtstrahlsn ist deshalb 

~+ ~-- E~tC ~ (i') 

L ~ 
Differentiation ergibt 

(Vergleiche dies mit (2.11).) Die rechte Seite ist sehr klein: 

Ereetzen wit sie durch Null, so ist (siehe Fig.) 

~-q-- a~@ (3) 
4 

Setzen wir dies reehts in (2) ein, so erhalten wir 

4'÷ ~ - ~ (a-~%) 
mit dem partikul~ren Integral 

In 2. N~herung ist also 

(4) 

(s) 
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F~r grosse r (kleine u ) ist ~ sehr klein, 

Im Limes u ~ 0 geht ~--~ @~ , mit 

Die totale Ablenkung,~ , ist gleich =i~m~ d.h. 

- 

F~r die Sonne ist dies 

g/ e 

sin~ ~, cos~ ~__. i. 

(6) 

(7) 

Dieses Resultat erh~lt man schon in der linearisierten Theorie (siehe 

Kap. IV). Die Lichtablenkung ist also nicht empfindlich auf die Nicht- 

linearit~ten der Theorie, w~hrend die Periheldrehung sehr davon abh~ngt 

(siehe (3.7)). 

Historisch wurde diese Voraussage von Einstein erstmals anl~sslich ei- 

ner Sonnenfinsternis am 29. M~rz 1919 Oberpr~ft. Eddington und Dyson 

organsierten zwei Expeditionen nach der brasilianischen Stadt Sobral 

und nach der Insel Principe in Portugiesisch-Afrika. 

Der Effekt der Lichtablenkung besteht darin, dass die Sterne w~hrend 

der Sonnenfinsternis nach aussen verschoben erscheinen (siehe die n~ch- 

ste Fig.). Diese Verschiebung wird bestimmt, indem man einmal die Ster- 

ne der Sonnenumgebung w~hrend der Sonnenfinsternis und sparer dasselbe 

Sternenfeld bei Nacht photographiert und die beiden Photographien Ober- 

einanderlegt. 

Oie Ergebnisse der beiden ersten Expeditionen waren 

~= { 1.98 + 0.16" (Sobral) 

1.61 ± 0.40" (Principe) . 
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Oieses Ergebnis sorgte fur Schlagzeilen in der Presse. Die Mitglisder 

des Physikalischen Kolloquiums in ZUrich (Oebye, WeyI,...) sandten am 

ii. Oktober 1919 eine Pestkarte an Einstein mit dam Vers: 

"Alle Zweifel sind entschwunden, 
Endlich ist es nun gefunden: 
Oas Licht, das l~uft natOrlich krumm 
Zu Einsteins allergrSsstem Ruhm ~ '' 

Inzwischen wurden Beobachtungen anl~sslich von Sonnenfinsternissen oft 

wiederholt. Die Resultate streuen aber Ober einen relativ grossen Be- 

reich. 

Seit 1959 wurden auf radioastronomischem Weg wesentliche Verbesserungen 

erzielt. Allj~hrlich am 8. Oktober wird der Quasar 3C 279 vonder Son- 

ne verdeckt und dabei kann die Ablsnkung der vom Quasar ausgehenden 

Radiowellen (relativ zum Quasar 3C 273, welcher etwa lO ° entfernt ist) 

gemessen werden. 

Die zunehmende Genauigkeit let in der n~chsten Fig. dargestellt. Dabei 

ist ½(l+~ ) das Verh~ltnis der beobachteten Ablenkung (nach Abzug 

aller StSrungen) zur Einsteinschen Vorhersage. Die bis jetzt genauesten 

Werte stammen yon Fomalont und Sramek [26]. FOr einen Vergleich mit der 

ART muss die zus~tzliche Ablenkung subtrahiert werden, welche durch die 

Sonnenkorona verursacht wurd. FUr Radiowellen geht die Frequenzabh~ngig- 

keit dieeer Ablenkung mit 4/~ ~ (siehe die nachfolgende Uebungsaufgabe). 

Durch die Beobachtung bei zwei Frequenzen (2695 und 8085 MHz) kann der 

Baitrag der $onnenkorona und der Ionosphere der Erde sehr genau be- 

stimmt werden. 

Mit l~ngeren Basislinien kSnnen in Zukunft die Messungen noch wesent- 

lich genauer warden. 

Uebunqsaufqabe (Ablenkunq durch die Sonnenkorona I 

Berechne die Ablenkung von Radiowellen durch die Sonnenkorona for die 

folgende Elektronendichte (fOr r/R~ 2.5) : 

A + I--~_-~ A = lO 8 Elektronen/cm 3 

= e = 6 . / .  , ( 8 )  

welche einigermassen der Wirklichkeit entsprechen dOrfte. 

Anleitun~ 

Das Dispersionsgesetz for (transversale) Wellen in einem Plasma ist 

(siehe z.B. 3.D. Jackson, Classical Electrodynamios, Second Edition, 

~i0.8) 
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(9) 

Dabei ist ~ die Plasmafrequenz, welche mit 

h~ngt 

n wie folgt zusammen- 
e 

(lo) 

Der zugehSrige Brechungsindex ist 

i-i= = xh-<<>~/~ ~ (~ )  
t.o/c 

Wenn s die Bogenl~nge des Lichtstrahles ~(s) bezeichnet, so er- 

fOllt dieser die Differentialgleichung (siehe Bin Optik-Buch) 

~ C n  I~ ~3= ~_a (121 

Oa die Ablenkung klein iet, erhalten wir diese in genOgender N~herung, 

indem wit die Gl.(12) l~ngs der ungestSrten Trajektorie ~-----~)-0~K4¢@0 

integrieren. 

Der Richtungsunterschied der Asymptoten ist (n = 1 for r--p~ ): 

S 
--00 

Oer koronale Streuwinkel~ ist for kleine ~ gleich der linken Seite 

yon (13) mal ~% . Da ~_ n = n'(r) x/r , ist 

Berechne dieses Integral z.B. mit der Sattelpunktsmethode. 

Es ist Oblich geworden, des sph~risch symmetrische und statische Va- 

kuumfeld theorieunabh~ngig zu parametrisieren. In "isotropen" Koordi- 

naten schreibt man an Stelle von (1.13) und (1.14) 
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und ~ sind die sog. £ddinqton-Robertson-Parameter. 

In der ART let nach (i.14) 

~=~-_ ~ (16) 

Uebunqsaufgabe 

Leite for die Metrik (15) die folgenden Verallgemeinerungen for die 

Lichtablenkung und die Periheldrehung ab: 

~= x,~ ~A~ (17) 
7-- 

[Anleitung: FOr (17) benutze man z.B. das Fermatsche Prinzip, siehe 

~ 1.7.] 

Aus (18) sieht man, dass die Periheldrehung auf Nichtlinearit~ten der 

Theorie (Parameter 13) empfindlich ist. 
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5. Laufzeitverz6gerung von Radar-Echos 

Ein neuerer Test der ART besteht in der Bestimmung der Zeitverz6gerung 

von Radarsignalen, welche vonder Erde durch das Nahfeld der Sonne zu 

einem anderen Planeten oder 5atelliten gesandt werden und von dort wie- 

der zur Erde zurOckreflektiert werden. Wit wollen die Zeitverz6gerung 

fur eine solche Rundreise berechnen. 

Ein Radarsignal bewege sich von einem Punkt (~)~3r/~j~ ) zu einem 

zweiten Punkt ( ~ 2 j ~ / ~ )  

1 2 

Wir berechnen zuerst die Koordinatenzeit 

wird. 

Nach (4.1) ist 

~a= ~.~--(~-z~/*') L'-/* "~ 

Auf Grund yon (2.5) gilt 

t12 , die dafBr gebraucht 

(1) 

In (1) eingesetzt gibt 

- -~ (2) 

FOr die gr6sste Ann~herung an die Sonne bei 

eein, d.h. 

c - 

r = r 
O 

muss dr/dr = 0 

Setzen wit dies in (2) ein, so kommt 

Die Koordinatenzeit, welche des Licht braucht, um von r 
0 

(oder umgekehrt) zu gelangen, ist nach (3) 

(3) 

nach r 
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4-~ I t -  (fo~; (4) 

Damit ist (fUr 

(s) 

Wir behandeln 2m/r im Integranden yon (55) als kleine Gr~sse 

Der Ausdruck in der eckigen Klammer ist 

Folglich 

+c+,+o~ ~- C~-+~ E~+ +~, .3 
~o 

Dieses Integral ist elementar und gibt 

- -  1- o ~÷'~o 
(6) 

F~r eine Rundreise von 1 nach 2 und wieder zurUck ist es naheliegend, 

die folgende Gr~sse als die Verz~gerung der Koordinatenzeit einzuf~hren: 

(~) 
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Diese Zeit ist keine Observable, aber sie gibt doch eine Idee vonder 

GrSsse und dam Verhalten der allgemein relativistischen £ffekte. 

FOr eine Rundreise vonder Erde zum Mars und wieder zurOck ist 

(ro~ r I, r2): 

(a) 

(9) 

Zum Vergleich sei erw~hnt, dass in der Viking Mission der Fehler in der 

Zeitmessung fur eine Rundreise nur etwa lO nsec betr~gt. 

Wie schon erw~hnt, kann (7) nicht direkt gemessen werden. Dazu mQsste 

man ~ o  + 2~-r ° sehr genau kennen (f~r eine I ~ Messung 

auf weniger als 1 km genau). Nun unterscheiden sich allein schon ver- 

schiedene gebr~uchliche radiale Koordinaten (siehe z.B. (1.If) um die 

GrSssanordnung GM~/c2 ~ 1.5 km. Die theoretische Analyse und die 

praktische Auswertung der ZeitverzSgerungs-Experimente ist deshalb sehr 

kompliziert. Grunds~tzlich muss man die Messungen der Rundreisezeiten 

Ober Monate ausfOhren und diese an ein kompliziertes Modell anpassen, 

welches die Bewegungen des Senders und des Empf~ngers sehr genau be- 

schreibt. Insbesondere mOssen post-Newtonsehe Korrekturen in den Bewe- 

gungsgleichungen ber~cksichtigt werdeno In jedem hinreichend realisti- 

schen Modell ist eine Reihe von Parametern a priori nur ungenOgend be- 

kannt. Diese "uninteressanten" Parameter mOssen deshalb, gleichzeitig 

mit dem relativistisohen Parameter ~ , in einem Fit bestimmt werden. 

Oie ersten ("passiven") Experimente wurden mit Radar-Echos von den Pla- 

neten Merkur und Venus ausgefOhrt. Die komplizierten topographischen 

Verh~ltnisse auf diesen Planeten limitieren die Genaugkeit dieser Expe- 

rimente. Ausserdem sind die reflektierten Signale sehr schwach. 

Die ("aktiven") Radio-Beobachtungen von Satelliten, bei denen die Sig- 

hale durch einen Transponder frequenzverschoben reflektiert werden, 

haben die Schwierigkeit, dass die Raumschiffe starken, nichtgravitati- 

yen StSrungen (Strahlungsdruck, Gasverlust, etc.) unterworfen sind. 

8ei allen Experimenten sind die ZeitverzSgerungen dutch die Sonnenkoro- 

na sehr st~rend° 

Trotz aller Schwierigkeiten erm~glichte die Viking Mission (siehe ~27]) 

eine sehr genaue Bestimmung von ~ : 

I ~ = I 0.002 (lO) 
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Wesentlich fur diese erstaunliche GenaL~gkeit sind die folgenden Um- 

st~nde: In der Viking Mission wurden zwei Transponder auf dem Mars ge- 

landet und zwei waiters umkreisen den Planetsn. Die Orbiter kSnnen so- 

wohl bei S-Band als such bei X-Band Frequenzen senden. (Die beiden 

"Lander" senden leider nur bei S-Band Frequenzen.) Das erm6glicht es, 

die ziemlich grossen Sonnenkorona-VerzSgerungen (welche bis zu lO0~-- 

sec betragen) ziemlioh genau zu bestimmen (da diese proportional zu 

1/~2sind)° Da ausserdem zwei Transponder lest mit dem Mars verbunden 

sind, ist die 8ahnrschnung genauer als dies bei Mariner 6, 7 und 9 

m6glich war. Uebrigens zeigt sich, dsss die Korona zeitlich stark va- 

riabel ist und deshalb die VerzSgerungen dutch ein parametrisiertes 

theoretisches Modell nicht hinreichend genau berOcksichtigt werden. 

Usbungsaufgabe 

Berechne for die Elektronendichte (4.8) die LaufzeitverzSgerung, wel- 

che durch die Sonnenkorona verursacht wird. 

Anleitunq: Die Gruppengeschwindigkeit zum Dispersionsgesetz 

8ei der Berechnung der LaufzeitverzSgerung darf man die ungest6rte ge- 

rade Bahn des Strahls benutzen. Dies ergibt sich aus dem Fermatschen 

Prinzip, da nsch diesem beim tats~chlichen Verlauf des Strahls die 

Durchlaufzeit minimalisiert wird. (Der Fehler ist deshalb yon 2. Ord- 

nung.) 
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6. Geod~tische Pr~zession 

Ein Kreiselkompase mit dem Spin 4er-Vektor ~ bewege sich l~ngs einer 

Geod~ten. Oabei wird ~ parallel verschoben (siehe ~I.lO.1). Wir be- 

trachten im folgenden speziell eine Kreisbewegung in der Ebene ~/~ 

im Schwarzechild-Feld und berechnen die zugeh0rige Spinpr~zession. Die 

Spinpr~zession werden wir for eine allgemeine Bewegung in post-Newton- 

8cher N~herung im Kap. V nochmals aufnehmen. 

Wir rechnen im folgenden ~elativ zur Basis (i.2) und ihrer dualen Ba- 

sis, welche wit wie Oblich mit e bezeichnen. FOr die 4er-Geschwin- 

digkeit u und ~ gelten die Gleichungen 

Die Komponenten yon ~ lauten (vgl. Tell i, GI.(5.54)) 

= ~ + ~  Cu,)~C ~ o 

FOr eineKreisbewegung mit ~]2 let offeneichtlich 

Benutzen wir die Zusammenhangsformen (1.6), SO folgt 

(2) 

~= u.~o. 

= .~,+_-4, ~.,, ~4 

Ebenao finder man die anderen Gleichungen. Das Resultat lautet 

~-~ = -  ± ~e ~-s-( 
'I" (3) 

FOr ~t-'O erhalten wit an Stelle der 2. Gleichung yon (3) 

"i" 
d . h .  

(4) 
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Die folgenden normierten Vektoren stehen senkrecht auf u : 

(s) 

In diesen ausgedrBckt hat ~ die Form 

Offensichtlich ist 

7-  ~ ' x .  

Schreiben wit (3) auf ~4 um, so kommt, wenn wit dis Querstriche wieder 

weglassen, 

J (7) 

0abel ~,d~ (~) ood (u°)2-(~3) 2 = i b~otzt. 

Wit ersetzen in (7) noch ~m dutch dis Ableitung nach der Koordinaten- 

zeit. Oazu beachte man, dass nach (1.2) u°= e -b ~ imt; also gilt 

Naoh (1.2) ist UL~,'~'~ also QO ~ - -  ~ - -  ~.-~-----'L"/'~".~---'~- ~ 
, -- ~--~-- ~ -- ~o~_ ) 

oder mit (4) 

Abet 

.o.. = & _ ~ - . u 4 / ÷  
(9) 

Oeshalb 

~ (io) 

(3. "Keplersches Gesetz") 

FOr die Pr~zessionsfrequenz-~'~ in (8) gilt nach (4) 
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La~ 3 ~ 
~ . 

~ ._z~  ,t- ~ / - ~  

, t _  "3 t~/ - t  ~ 

d.h. . .~ -~  ~_~CO ~" 

mit I z ~--~--~W/~ 
(iz) 

Wit schreiben (8) in der Form 

(12) 

Im Newtonschen Grenzfall ist -~_~O~sD~. Wit sehen: In dem nach dem 

Zentrum orientierten 3-dim. Raum senkrecht zur Bewegungsrichtung pr~- 

zediert ~ r~ckl~ufig um die Richtung senkrecht zur Bahnebene mit der 

Winkelgeschwindigkeit ~ ~  . Nach einem Bahnumlauf ist die Projek- 

tion yon ~ auf die Bahnebene im positlven Sinne um den Winkel 

vorgerOckt. (Man mache sich das Vorzefchen klar.) 

Die Pr~zessionsfrequenz ~-~-~'~3 fst 

d.h° 

(13) 

(14) 
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FUr die Erde als zentrale Masse ist dies 

Bogensekunden/Jahr (15) 

Dies wird in den n~chsten Jahren wahrscheinlich messbar. Es ist geplant, 

sin System yon Kreiseln in einem Satelliten um die Erda zu sendeno Ne- 

ben der geod~tischen Pr~zession (15) gibt es noch einen kleinen allge- 

meinrelativistischen Beitrag, welcher yon der Rotation der Erde her- 

rOhrt. Diesen warden wir in Kap. V diskutieren (siehe auch ~I.i0.4). 

Bemerkungen: 

l) Die Erda ist ein natOrlicher Kreisel. Nach einem "siderischen 3ahr" 

(~-----3r) ist die Projektion der Erdachse auf die Ekliptik im po- 

sitiven Sinne um den Winkel 

vorgerOckt. Das siderische Jahr ist dadurch charakterisiertp dass die 

Sonne in die gleiche Stelle unter den Fixsternen zur~ckgekehrt ist. 

Die Polachse hat sich demgegenOber gegen die Fixstsrne verlagert. Die- 

ser Effekt geht aber in den Obrigen St~rungen der Erdachse unter. 

2) Ein natOrlicher Kreisel ist auch der bin~re Pulsar 1913+16. Diesen 

werden wir in Kap, V besprechen. Seine allgemeinrelativistische Pr~- 

zession betr~gt ~l°/3ahr 
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~7. Gravitationskollaps und schwarze L~cher (1. Tail) 

In Kap. VI werden wir zeigen, dass nach der ART nicht beliebig massive, 

nichtrotierende kalte Sterne (Neutronensterne) existieren kSnnen. Wir 

zitieren an dieser Stelle bereits ein paar Resultate. (Siehe auch Ref. 

[ 28] ) .  

Nimmt man an, dass die Zustandsgleichung for ~ *  (~ : Energie-Massen- 

Dichte) bekannt ist, wobei ~ nicht wesentlich grSsser als die Kern- 

dichte go= 2.8 x lO 14 g/cm 3 ist, dann gilt fBr die Masse sines nicht- 

rotierenden Neutronensterns die folgende Schranke 

el) 

Bei der Herleitung dieser Schranke wird lediglich angenommen, dass for 

~ ~* immer C ~ O  ist. 

Nimmt man zuS~tzlich an, dass die Schallgeschwindigkeit kleiner ist ale 

die Lichtgeschwindigkeit ~ / ~ C  ~- , so l~sst sich die Limits (1) 

versch~rfen, 

4 . 0  
(2)  

M van 
max 

"Realistische" Zustandsgleichungen geben typischerweise ein 

etwa 2M(9 • 

Eine superkritische Masse kann zwar tempor~r in einem Gleichgewicht 

sxistieren, indem sis dutch thermonukleare Prozesse einen Druck aufbaut. 

Da abet frOher oder sp~ter die Kernenergiequellen erschSpft sind, ist 

kein dauerndes Gleichgewicht mSglich, wenn nicht genOgend Masse (etwa 

in einer Supernova-Explosion) abgestossen wird. Oann wird der Stern auf 

ein schwarzes Loch kollabieren. 

Wit betrachten in diesem Abschnitt den sph~risch symmetrischen Kollaps 

und die sph~risch symmetrischen L~cher. In dieeer einfachen Situation 

zeigen sich bareits einige der qualitativ wichtigsten Eigenschaften. 

Der sph~risch symmetrische Kollaps ist besonders einfach, well das Gra- 

vitationsfeld ausserhalb des Sterns bekannt ist und nut yon der kolla- 

bierenden Gesamtmasse abh~ngt (und nicht von den dynamischen Details 

der Implosion). Dies haben wit in ~i for r> 2 m bereits gezeigt 

(Birkhoff Theorem). 

Wit werden dieses Resultat im folgenden Abschnitt auf r ~ 2 m aus- 

dehnen. 
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7.1. Oie Kruskal-Fortsetzunq der Schwarzschild L6sunq 

Oie Schwarzschild L6sung 

~ - ~ I ~  (3) 

hat bei r = 2m scheinbar sine Singularit~t.Wir werden im folgenden 

sehen, dass der Ausdruck (3) nur deshalb singular wird, well bei r=2m 
*) 

das benutzte Koordinatensystem versagt . Eine erste Andeutung dafOr 

ergibt sich aus der Beobachtung, dase der Riemann Tensor (1.~) bezOglich 

der orthonormierten Basis (1.2) bei r = 2m endlich bleibt. Eine typi- 

sche Komponente ist 

Oeshalb bleiben die Gezeitenkr~fte bei r = 2m endlich. 

Bevor wir die Schwarzschild L~sung Obsr r = 2m fortsetzen, betrachten 

wir radiale zeitartige Geod~ten in der N~he dee Horizontes. Aus (2.7) 

und (2.8) ergibt sich for L = 0 die Bewegungsgleichung 

(4) 

Bei r = R sei das radial fallende Teilchen in Ruhe, d.h. 

2m/R = 1 - K 2 (E• l) . Damn ist nach (4) 

*) Koordinatensingularit~tsn k6nnen sshr leicht erzeugt werden. 

Beispiel: Betrachte im I~ 2 die Metrik ds2=dx2+dy 2 und fOhre an 
1 3 Stelle yon x die Koordinate ~= ~ x sin. Die transformierte 

Metrik lautet 

und diese wird bei ~--~0 "singular". 
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Man findet leicht die Parameterdarstellung (Zykloide) 

(6) 

(7) 

Bei r = 2m ereignet sich hier nichts besonderes. (FOr ~ = o ist 

r = R , ~ ~ . Die Eigenzeit for den freien Fall his r = 0 (~mlr) 

iet ~=C"'/=)" C'R/=~'~='.~ 
Nun betrachten wit anderseits r 

Mit (2.5) bekommen wir 

als Funktion der Koordinatenzeit t . 

Wit benutzen die radiale Koordinate 

Da 

folgt a u e  (8) 

(9) 

~ (lo) 

Setzen wit dies in (4) ein, so folgt 

(zz) 

Wit bestimmen jetzt eine approximative L~sung in der N~he von r = 2m. 

FOr r ~ 2m geht r* ~ -~ und die rechte Seite yon (ll) strebt 

gegen E 2 . Deshalb ist for r~ _ 2m , 

~( ~- 4 d.h. ~ -~ + konst., 
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Dies gibt 

~ ~ ~ .  ~ 
(12) 

Man sieht daraus, dass der Schwarzschild=Radius erst nach unendlicher 

Koordinatenzeit erreicht wird. 

Man kann t auch durch den Parameter % ausdrOcken. Nach (2.5), (6) 

und (7) iet 

: 

Aus einer Integraltafel finder man 

(13) 

Die Integrationskonstante wurde so gew~hlt, dass for ~ = 0 (r = R) 

auch t = 0 ist. rot 40 ~/2 ~ (R/2m-Z) ½ gilt r--~ 2m, t ~ 

(s.rio.).  

r 

2m 

Wit betrachten auch noch die radialen lichtartigen Richtungen zur 

Metrik (3) (fOr r~ 2m und r~ 2m). F~r diese gilt (de = O) : 

F~r r ~ 2m v e r e n g t  s i c h  d i e  Oeffnung der  L i c h t k e g e l  i n  zunehmendem 

Masse (s. Fig.). 
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I 

jj I 

I 
I 

2 m  \ 
F 

Aus dieser Diskussion ist zu erwarten, dass der Gebrauch der Koordina- 

ten r und t limitiert ist. Verwenden wit die Eigenzeit, so k~nnen 

wir Ereignisse beschreiben, die erst nech t = GO erfolgen. 

FOr r> 2m ist natOrlich t eine ausgezeichnet Zeit. Die Schwarz- 

schild L~sung ist dort statisch und das zugeh~rige Killingfeld K ist 

gerade K = ~/~ t (Die zugeh~rige 1-Form K ist K = (K,K) dt , 

siehe ~1.9). Die Koordinate t ist an das Killingfeld K adaptiert 

und dadurch (bis auf eine additive Konstante) eindeutig definiert. 

(Zeige, dass fur r > 2m nur ein hyperfl~chenorthogoneles zeitartiges 

Killingfeld existiert.) 

Wir wollen nun die Schwarzsehild Mannigfaltigkeit (r> 2m) so fort- 

setzen, daes immer noah die Einsteinschen Feldgleichungen erfOllt sind° 

Am einfachsten wurde dies yon Kruskal (1960) durchgefUhrt. 

Wir m~chten vermeiden, dass die Lichtkegel sich for r ~ 2m in singu- 

l~rer Weise verengen. Deshalb transformieren wir auf neue Koordinaten 

(u, v), in denen die Metrik die folgende Gestalt hat 

Dann gilt fDr die radialen Lichtstrahlen (du/dv)2= 1 , for f2 ~ 0 . 

Die zweidimensionalen Untermannigfaltigkeiten ~ =  konst., ~ = konst~ 

sind naeh (14) konform zur 2-dim. Minkowski Metrik dv 2- du 2. FOr die 

gesuchte Koordinaten Transformation ( ~ bleiben unge~ndert) k~nnen 

wit leicht Differentialgleichungen aufstellen. 

Aus 



227 

I ~- ~×,~ ~×l ~ 

folgt 

Die Vorzeichen von u und v sind durch disse Gleichungen nicht be- 

stimmt. 

Zur Versinfachung f~hren wir wieder r* gem~ss Gl.(9) ein. 

Ferner sei 

Dabei wurde angenommen, dass sich eine Funktion f linden l~sst, die 

nur von r abh~ngt. Die Transformationsformeln lassen sich jetzt wie 

folgt umschreiben 

% T ~  - 

wi~ biZd~o (is) + (z6) + 2 . (z?) : 

(is) 

(16) 

(z?) 

(18) 

(19) 

In dsr 8rsten Gleichung w~hlen wit bei der Wurzslziehung das Plus-Zei- 

chBn und in der zweiten Glsichung das Minus-Zeichen (bei glsichem Vor- 
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zeichen words die 3acobi-Determinante verschwindsn) und erhalten 

(2o) 

Dies gibt 

'q,o- £% (21) 

Die allgemeine LSsung dieser Gleichungen ist 

~ - .  k 6,-"+-~ b ..t- ~ (+"-~) 

m =  t,t. +'+<,+-{-b - .~ + +¢-'L-3 

(22) 

(~) 

Dies se tz ten  w i t  in  (15) - (17) ein. Gl.(17) is t  i den t i s ch  e r f O l l t ,  w~h- 

rend (15) und (16) zur folgenden Gleiehung fOhren 

- 4  k' (.,.'+-t.-+") ++C',-+-+'> = ~ " + . >  
Vorl~ufig ssi r> 2m und also r(r*)~ 0 . Aus (24) erhalten wir 

durch Differentiation naeh r* bzw. t : 

(24) 

(2s) 

Daraus folgt 

(2?) 

Aus (26) e rg i b t  s ich 

Wit k~nnen r* und y = r*+t als unabh~ngige Variable ansehen. Nach 

der letztsn Gleichung mOssen deshalb beide Seiten gleich einer Kon- 

8tanten ~ sein. Mit geeigneten Integrationskonstanten ist deshalb 

(2a) 

(2g) 
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Das relative Vorzeichen von 

stimmt. 

Zusammenfassend haben wir 

d°h. 

Ebanso 

Ferner ist 

h und g ist mit (24) durch 

~ (",-'~+~; _ ( * ~ ~  

F>O be- 

._.__ ,~½-~*'<'ll Z~l~" 

Wit wghlen nun ~ so, dass far r = 2m f2 ~ 0 ist. Dies verlangt 

= 1/4"m Auf diese Weise werden wir zur Kruskal-Transformation @ 

gefahrt: 

't./4~ ..,. ~t~ +-, 
4 ~  

U..==~-~-~ (30) 

~-=t/~_~ 2 / ~  ~l,, ~ ~ c~.~ 

In diesen neuen Koordinaten hat die Metrik nach Konstruktion die Form 

(14) mit 

1.~.% ~,~a a - * / ~  
- -  ~ ( 3 2 )  

"1" 

Diskussion 

1. Bis jetzt haben wir lediglich eine Koordinaten-Transformatin ausge- 

fahrt. Dem Schwarzschild Gebiet r > 2m entspricht in der (u,v)-Ebene 

der schraffierte Quadrant (u~t vl) der folgenden Figur 
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Den Linien r = konst, in der (r,r)-Ebene entsprechen Hyperbeln. 

Dies folgt aus den Formeln 

"~ ~ ~ .  (33) 
u. 

Im Limes r ~ 2m gehen diese in die 45O-Linien Ober (s°Figo)o 

Oen Linien t = konst, entsprechen nach (33) radiale Strahlen dutch 

den Koordinaten-Ursprung (s. Figo)° 

v //r=kons,. 
~~-konst 

2. Die transfermierte Metrik 

(34) 

in der sich r als Funktion von u,v, aus (33) ergibt, ist aber nicht 

nur im Quadranten u. L v~ regular. Das Regularit~tsgebiet yon (34) 

wird durch die beiden Hyperbel~ste v 2- u2= 1 begrenzt, da dort nach 

(33) r = 0 und also f2 (siehe G1.(32)) singular wirdo In v2-u2~ 1 

(s. Fig.) ist r eine eindeutige Funktion von u und v , denn die 
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rechte Seite der ersten Gleichung in (33) ist eine monotone Funktion 

for r~ 0 ; ihre Ableitung nach r ist r er/2m> 0 fur r> 0 ° 

Schreiben wit (33) ale u2-v2= g(r/2m) , so ist der Graph von g : 

-I 

Wir haben damit die urspr~ngliche Schwarzschild Mannigfaltigkeit in ei- 

ns grSssere Lorentzmannigfaltigkeit - in die sog. Schwarzschild-Kruskal 

Manniqfaltiqkeit - isometrisch eingebettet. Auf der erweitarten Mannig- 

faltigkeit verschwindet der Ricci-Tensor. Dies wird sich aus den nach- 

folgenden Bemerkungen ergeben. 

3. Bei der Herleitung der Kruskal-Transformation haben wir das Vorzei- 

chen von h willk5rlich positiv gew~hlt (damit war g negativ). Wir 

h~tten auch das Umgekehrte machen k~nnen. Dies l~uft auf die Transfor- 

mation (u,v) ~ (-u,-v) hinaus. Deshalb sind die baiden Gebiete I 

und III in der folgenden Fig. isometrisch 

I l i a ,  l v z- u z = 1< / 

V2_U2=1 / 
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4 . Wit betrachten jetzt die ursprOngliche Schwarzschild L~sung (3) for 

r ~ 2m . Diese erfOllt ebenfalls die Vakuum-Gleichungen, wie man durch 

eine direkte Rechnung leicht nachweist (vgl. den Anhang zu Kap. III). 

Dort ist r eine Zeitkoordinate und t ist eine r~umliche Koordinate. 

Diese Mannigfaltigkeit l~sst sich isometrisch auf dab Gebiet II der 

obigen Figur abbildeno Um dies zu sehen, denken wir uns die Herleitung 

der Kruskal-Transformation wiederholt. FOx 0 • r~ 2m ist jetzt 

F(r*) negativ und deshalb muss das relative Vorzeichen yon g und h 

positiv sein. W~hlen wir g und h positiv, so erhalten wir 

(3s) 

und die transformierte Metrik hat wieder die Form (34), wobei f mit 

r ebenfalls gem~ss (32) zusammenh~ngt. 

Das Bild won ~0 ~ r ~ 2m~ unter der Transformation (35) ist gerade 

das Gebiet II. Die Umkehrung von (35) lautet 

) 

W~hlen wit g und h beide negativ, so l~uft dies wieder auf die 

Transformation (u,v) ~ (-u,-v) hinaus, d.h.die beiden Gebiete II 

und IV sind zueinander isometrisch. 

5. Auf den Hyperbeln v2-u 2 = 1 wird die Metrik echt sinqul~r, da dort 

z.B. die skalare Riemannsche KrOmmung divergiert. Die Kruskal-Ausdehnung 

ist maximal, d.h. jede Geod~te kann entweder bis zu unendliohen Werten 

des affinen Parameters erstreckt werden, oder sie trifft bei einem end- 

lichen Wert auf die Singularit~t v 2- u 2 = 1 . 

6o Die kausalen Zusammenh~nge der $ohwarzschild-Kruskal Mannigfaltig- 

keit lassen sich sehr einfach Oberblicken. Die radialen Liohtstrahlen 

sind 45 ° Linien, wie im Minkowski Diagramm. Die Beobachter in Iund Ill 

(wo die Metrik statisch ist) k~nnen Signale yon IV empfangen und diese 

nach II senden. 3edes Teilchen, das einmal in II eingetreten ist, l~uft 

aber notwendigerweise nach endlioher Eigenzeit in die Singularit~t bei 

r = 0 . Ein Teilchen, das in IV ist, muss vor endlioher Eigenzeit aus 
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der Singularit~t ~r = 0 ~ gekommen sein. Eine kausale Verbindung zwi- 

schen Iund II ist nicht mUglich. 

Oie zukSnftige Singularit~t in r = 0 ist durch einen E~eiqnishorizont 

von entfernten Beobachtern in I und III abgeschirmt: Die Fl~chen r=2m 

bilden den Rand des Gebietes, das kausal mit entfernten Beobachtern in 

den asymptotisch flachen Gebieten I und III verbunden ist. Signale, 

welche yon IV nach I (oder III) kommen, haben I schon bei t = - O0 

erreicht. (Solches Licht k~nnte wahrscheinlich nicht beobachtet werden.) 

7. Astrophysikalisch dOrfte kaum die ganze Kruskal-Fortsetzung rele- 

vant sein (siehe Abschnitt 7.2). 

8. Zur geometrischen Veranschaulichung der Schwarzschild-Kruskal Man- 

nigfaltigkeit stellen wir die zweidimeneionale raumartige Fl~che 

v = O, v = ~/2 ~ ale Rotationsfl~che im dreidimensionalen Raum dar. 

Offensichtlich erhalten wir sinen "Doppeltrichter"; siehe S. 201. Der 

obere Tell entspricht u~ 0 (I) und der untere u~ 0 (III). Wie 

~ndert sich dieser Doppeltrichter for Schnitte mit wachsendem v ? 

9. Die Schwarzschild-Kruskal Mannigfaltigkeit ist in Iund III statisch, 

in II und IV aber dynamisch: Das Killingfeld K =~/~t wird in II 

und IV raumartig° (Am Horizont ist K lichtartig: (K,K) = 1-2m/r ~ 0.) 

In II und IV gibt es keine ruhenden Beobachter. 

lO. Im Anhang zu Kap. III werden wir die folgende Verallgemeinerung des 

Birkhoff Theorems beweisen: 3ede sph~risch symmetrische L~sun~ der Ein- 

steinschen Vakuumgleichunqen ist isometrisch zu einem StOck der Schwarz- 

schild-Kruskal Mannigfa£tiqkeit. 

Eddington - Finkelstein Koordinaten 

Beim sph~riseh symmetrischen Gravitationskollaps sind nur die Gebiete 

Iund II des Kruskal Diagramms relevant. FOr diesen Tell wollen wit 

noch andere, h~ufig gebrauchte Koordinaten angeben, welche auf Edding- 

ton zurOckgehen und von Finkelstein wieder entdeckt wurden. Diese h~ngen 

mit den ursprOnglichen Schwarzschild-Koordinaten (t,r) in (3) wie folgt 

zusammen: 
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for 

for 

r~ 2 m, 

r~ 2 m; (sT) 

Die Beziehung zu den Kruskal-Koordinaten ist 

~/~ ( ~/~ 
& 

-'~ ' / ~  ",) 

'~,,u& (38) 

Daraus finder man sofort 

= . . . _ _  ) . e .  = 

2..U& 

-~_ ~ L~#~- 
(3g) 

Anhand dieser Formeln kann man sich leicht Oberzeugen, dass die Trans- 

formation (38) for u ~ v (d.h. in I U II) regular ist. Ourch Ein- 

setzen yon (37) in (3) ergibt sich die Metrik 

Diese Form ist for das Gebiet I U II zust~ndig. Oie metrischen Koef- 

fizienten sind in den Eddington-Finkelstein Koordinaten unabh~ngig von 

t' ; dafOr ergeben sich nichtdiagonale Terme. Wir wollen die Lichtkegel 

zu (40) bestimmen, ds2= 0 gibt for radiale Lichtstrahlen die Bezie- 

hung 

' -  (41) 

Deehalb sind die radialen lichtartigen Richtungen 

d ~  - 4 ; ~, = (42) 

Die e rs te  Gleichung e r g i b t  fSr  d ie r a d i a l e n  Nul lgeod~ten 

&l~_~ = konst. 

Dies sind die Geraden in der n~chsten Figur. Die zweite Gleichung in 

(42) zeigt, dass die Tangenten an die Nullgeod~ten der zweiten Schar 

die folgenden Eigenschaften haben 
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~ for t ¢~. 0 for -~.~ 

~ _ ~  ) fur ~ ~ 0 (43) 

Die zweite Eigenschaft implizisrt, dass die Geod~ten die Fl~che 

r = 2 m nicht schneiden und wir erhalten deshalb das folgende Bild 

t 
a 

Man zeigt leicht, dass die nichtradialen Nullgeod~ten und auch die 
dr zeitartigen Richtungen sin ~-~, habsn, welches zwischen den beiden 

Werten in (42) liegt. Deshalb haben die Lichtkegel die in der Figur 

angegebene Form. 

7.2. Der soh~r~sch symmetrische Kollaps auf sin schwarzes Loch 

Wir betrachten jetzt den sph~risch symmetrischen katastrophalen Kol- 

laps einer Oberkritischen Masse. Da nach dem verallgemeinerten Birk- 

hoff-Theorem das Aussenfeld ein StOck der Schwarzschild-Kruskal Mannig- 

faltigkeit ist, l~sst sich der Kollaps auf sin schwarzes Loch in Krus- 

kalkoordinaten Ubersichtlich veranschaulichen (s. Fig.). 
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1 2 3 

efzfer Beeinflussung" 

~ernoberfl~che 

~--~U 

In der folgenden Figur stellen wir dasselbe auch in Eddington-Finkel- 

stein Koordinaten dar. 

Aus diesen Figuren ergeben sich die folgenden Schl~sse: 

(1) Wenn der Sternradius kleiner als der Radius des Horizonts geworden 

ist, kann kein Gleichgewicht mehr existieren, da die Weltlinien der 

Sternoberfl~che innerhalb der Lichtkegel verlaufen mOssen. Der Kol- 

laps auf eine Singularit~t ist unvermeidlich. (In der N~he der Sin- 

gularit~t dUrfte allerdings die ART ihre G~ltigkeit verlieren, weil 

schliesslich auch Quanteneffekte der Gravitation wichtig werden.) 

(2) Wird innerhalb des Horizonts ein Signal abgesandt, so kann dieses 

nicht mehr zu einem entfernten Beobachter gelangen. Die Sternmate- 

rie ist buchst~blich aus der Weltgeschichte ausgeschieden. Auch al- 

le Lichtstrahlen fallen in die Singularit~t. Der Horizont bildet 

den Rand des Gebietes, das kausal mit einem weit entfernten Beobaoh- 

ter verbunden ist; durch diese Eigenschaft ist er allgemein defi- 

niert. Oer Ereignishorizont wirkt also wie eine einseitige Membrane, 

durch welche Energie und Information nach innen, aber nicht nach 

aussen treten kann. Das Auftreten von Horizonten, d.h. von Kausali- 

t~tsr~ndern in unserem Universum ist eine sehr bemerkenswerte Kon- 
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Horizonf 

9 

~ 1 ~  

Singularif~f 

Lichl'sfrahien 

kollabierende Haterie 

Ouerschnitt zu Koliapsbeginn 

Raum-Zett Oiagramm eines ko l l ab te renden  Sternes;  
Ents-tehung s ines schuarzen Loches. 
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sequenz der ART. (Oie Singularit~t liegt jenseits des Horizonts 

und hat folglich keine kausale Verbindung mit einem ~usseren Beo- 

bachter; sie kann yon einem solchen nicht "gesehen" werden. Es be- 

steht die Vermutung, dass dies for alle "realistischen Singulari- 

t~ten" so ist.) 

(3) Ein Beobachter auf der kollabierenden Sternoberfl~che bemerkt beim 

Ueberqueren des Horizontes nichts Besonderes. Lokal let dort die 

Geometrie yon Raum und Zeit wie anderswo. FUr sehr grosse Massen 

sind auch die Gezeitenkr~fte am Horizont durchaus ertr~glich (sie- 

he weiter unten). Der Horizont ist also ein qlobales Ph~nomen der 

Raum-Zeit Mannigfaltigkeit. Beachte such die in der Figur einge- 

zeichnete Nullfl~che "letzter Beeinflussung". 

(4) F~r einen ~usseren Beobachter welt weg vom Stern erreicht letzte- 

rer den Schwarzschild-Horizont erst nach unendlich langer Zeit. 

FBr ihn erstarrt der Stern - auf Grund der gravitativen Zeitdila- 

ration - beim Schwarzschild-Horizont. In der Praxis wird aber der 

Stern pl~tzlich unsichtbar, d~ die Rotverschiebung exponentiell 

anzusteigen beginnt (siehe unten) und die Leuchtkraft entsprechend 

abnimmt. Oie charakteristische Zeit dafOr ist ~Rs/C~__Io-S(M/M@ ) 

Sek.; for M~ M@ ist diese also ausserordentlich kurz. Danach 

liegt ein "schwarzes Loch" vet. Sinnvollerweise nennt man den Ho- 

rizont, die Oberfl~che und die ~ussere Geometrie das Gravitations- 

feld des schwarzen Loches. Das Inhere ist fur die Astrophysik 

nicht relevant. Das ~ussere Gravitationsfeld sieht aber, von weit 

ueg gesehen, genau so aus wie dasjenige eines kompakten massiven 

Objektes. 

Schwarze L~cher wirken wie kosmische Staubsauger. Wenn z.B. ein schwar- 

zes Loch Teil eines engen bin~ren Systems ist, so kann es yon seinem 

Partner (wenn dieser beispielsweise ein Riese ist) Materie ansaugen, 

welche dabei so sehr erhitzt wird, dass eine starke RSntgenquelle ent- 

steht. Es gibt gute GrOnde anzunehmen, dass die RSntgenquelle Cygnue X~ 

auf diese Weise zu erkl~ren ist. Dies werden wir in Kap. VI n~her aus- 

fOhren. 

Immer mehr setzt sich auch die Ueberzeugung durch~ dass in den Zentren 

yon sehr aktiven Galaxien und in Quasaren gigantische schwarze LScher 

yon vielleicht lO 9 M 0 existieren.Akkretion von Materie dutch diese L~- 

chef wOrde auf relativ ungezwungene Weise die gewaltigen Energiemengen 

erkl~ren, die in relativ kleinen R~umen freigesetzt werden. Es bleibt 

der Zukunft Oberlassen, diese Hypothese durch detaillierte Beobachtun- 

gen zu OberprOfen. 
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Rotverschiebung f~r einen asymptotischen Beobachter 

Ein Sender nghere sich radial dem Sohwarzschild-Horizont. Seine 4er- 

Geschwindigkeit sei V Oie emittierten Signale (Frequenz m ) werden 
• e 

durch einen ruhenden Beobachter (4er-Geschwindigkeit U ) in grossem 

Abstand mit der Frequenz m 
0 

ist (k: Wellenzahlvektar) 

empfangen (siehe Fig.) Nach GI.(I.9.17) 

r=2m 

Io u 

Wir benutzen die "retardierte" Zeit 

u.=~-+ ~ ~ ~-~=~*~Ci--~b (4s} 

Oann lautet die Metrik in den Koordinaten (u,~,@) 

FOr einen radial auslaufenden Lichtstrahl sind deshalb u)~)@ = konst. 

Also ist k proportional zu ~/~ . Nun ist die Lagrangefunktion for 

radiale Geod~ten 

Da u zyklisch ist, ist 

Dies zeigt, dass for radiale Lichtstrahlen (wegen u = O) 

(47) 



240 

= Pu = konst, ist. Oeshalb gilt 

k=~. ~ / ~  (~) 

Oamit srhalten wir aus (44) 

FOr V gilt 

und also 

Ebenso ist for den weitentfernten Beobachter 

~.;~= ~. = ~- C~-~1,5~ 
Wit setzen 

~= ~,~- ~I~ 

(~g) 

i 

(so) 

(Sl) 

F~r sins radials Geod~te w~re E konstant. Wir setzsn aber im folgen- 

den ksine freie Fallbewsgung voraus. Da ~ ist, d.h. 

(s2) 
gilt 

~ C,,-~.-~/~") = ~" 
(s3) 

Setzen wir darin (54) ein, so folgt mit (53) for r = r(s) 

~ a l s  Funk t ion  yon ~'C 0 . Nun i s t  nach (50) 

(ss) 

und nach ( 5 0 ) , ( 5 1 )  

FOr den Beobachter  i s t  U ~ _ . ~ , d . h o  u i s t  d ie  E i g s n z e i t ,  d ie  w i r  

m i t  ~o  bezeichnen° Wir i n t e r e s s i e r e n  uns im H i n b l i c k  au f  (54) f ~ r  
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Nun habe ~(~.~ die Form 

. _  

d°h. der Sender erreiche nach endlicher Eigenzeit (z.B.im freien Fall) 

den Schwarzschild-Horizont. Oann ist nach (53) ~ fSr r ~ 2 m end- 

lich (~ O) und langsam variierend. Aus (55) folgt dann in der N~he 

von r = 2 m 

oder __ ~.EO/41.~ 

(56) 

Aus (54) folgt die asymptotische Formel 

Setzen wit darin (56) ein, so folgt das bereits erw~hnte Resultat 

4~-~ ~ ~- (58) 

Das Schicksal eines Beobachters auf der Sternoberfl~che 

Ein Beobachter auf der Sternoberfl~che sport mit kleiner werdendem 

Sternradius st~ndig zunehmende Gezeitenkr~fte. Da die FOsse starker 

angezogen werden als der Kopf, erf~hrt er eine L~ngsspannung. Gleich- 

zeitig wird er seitlich zusammengedrBekt (Querspannung). Diese Kr~fte 

wollen wir auereehnen. 

Zun~chst bestimmen wir die Komponenten des Riemann-Tensore relativ zur 

Basis (1.2)° Setzen wit in den Kr~mmungsformen (1.7) 

so erhalten wir sofort 
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T a 

(6o) 

Alle andsrn Komponenten, welche nicht durch Symmetriebeziehungen aus 

(60) hervorgehen, sind gleieh Null. 

Der herunterfallende Beobachter benutzt aber zweckm~ssigerweise sein 

Ruhesystem als Bezugssystem. FUr r> 2 m geht dieses aus (1.2) durch 

eine spezielle Lorentztransformation in der r-Richtung hervor, welche 

e o in die 4er-Geschwindigkeit u Oberf~hrt. Merkw~rdigerweise ~ndern 

sich die Komponenten des Riemann-Tensors bez~glich dieses neuen Systems 

nicht. In der Tat hat ein "boost" die folgende Form: 

o i 

Z.B. ist naoh (60) 

Aehnlich zeigt man die Invarianz der anderen Komponenten. Oiese beruht 

auf der ganz besonderen Struktur der Schwarzschild-Geometrie. 

Nun verfolgen wir den Beobachter im Quadranten II. Wir benutzen dabei 

dis Ergebnisse im Anhang zu Kap. III. Nach (A.11) ist dort die Metrik 

yon der Form (A.1) mit 

% (61) 

Setzt man diese Funktionen in die KrOmmungsformen (A.5) bezOglich der 

Basis (A,2) ein, so findet man die genau gleiohen Formeln wie for 
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r ~ 2 m , wobei abet r mit t vertauscht isto Bezeichnen wir des- 

halb die zeitliche Variable t in (61) ebenfalls mit r , so gelten 

~berall die Formeln (60) bez~glich des lokalen Ruhesystems. 

Nach der Gleichung for die geod~tische Abweichung w~chst der Abstand 

zwischen zwei freifallenden Teilchen wie folgt an (siehe Gl.(II.l.lO)) 

• . ,  

(62) 

(Punkt: Ableitung nach der Eigenzeito) Mit (60) erhalten wir for unser 

Problem 

~4 ~. 

ur 

(63) 

Wir betrachten jetzt ein quadratisches Prisma mit Masse ~ , HBhe ~ , 

Breite = Tiers = w (siehe Fig.). 

S 
T 

Welche Spannungen mOssen im KUrper herrschen, um zu verhindern, dass 

sioh seine Tells l~ngs divergierenden (und konvergierenden) Geod~ten 

bewegen ? 

Aus (63) folgt, dass die 1,2,3 - Richtungen die Hauptrichtungen des 

Spannungstensors sind. (Dabei sind die Richtungen 2 und 3 gleichbereoh- 

tigt.) 

Die L~ngsspannung berechnet man folgendermassen: 

Ein Volumenelement ~ des K~rpers in der HBhe h Ober dem Schwer- 
2m 

punkt (Distanz l~ngs e I gemessen) words nach (63) wit b =~ h 

relativ zum Schwerpunkt beschleunigt, sofern sich dieses Massenelement 

frei bewegen wOrde. Um dies zu verhindern, muss auf das Element die 

Kraft 
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wirken° Diese Kraft tr~gt zur Spannung durch die Horizontalebene durch 

den Schwerpunkt bei. Die gesamte Kraft durch diese Ebene ist 

o J t "~ " - . ~  W' -  

? ? 
Dichte Volumenelement 

doh° 

~ 

Die L~ngsspannung,'~'~) ist-~ ~/W ~" -- , doh.  

4 ~ W  ~ 

Analog ist die Querspannung,~, nach (63) 

Numerisches Beispiel: /~= 75 kg, ~ = 1.8 m, 

_ L ~  ~" "-I "J~ ,,... - ~.4 ,< 

(64) 

(6s) 

w = 0.2 m 

(66) 

Beachte: i Atmosphere = 1.01 x i06 dyn./cm 2. 

FUr sehr grosse Massen sind die Gezeitenkr~fte auch beim Schwarzschild- 

Horizont noch durchaus ertr~glich. 

Wenn der K~rper schliesslich auseinandergerissen wird, bewegen sich 

seine Teile (Nukleonen und Elektronen) l~ngs Geod~ten° FUr r~2 m 

haben diese qualitativ die Form (s. Fig.): 
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j I 

rim 

d.h. die r~umliche Koordinate t ist for r ~ 0 praktisch konstant 

(diskutiere dies analytisch). Wenn also das obere (untere) Ende die 

radiale Koordinate t 2 (tl) hat, so ist die L~nge des KUrpers fur 

r --~ 0 

Oabei ist die Eigenzeit, d.h. 

Kollaps und ~Kollaps = ~ ~*=C)" F~r r ~ 0 gilt 

Die Fl~che der freifallenden Baryonen ist 

Das Volumen geht wie 

Volumen = ~, U ~ ~"~/~ ~ ' ~  ~b 

Dies zeigt, dass man sich besser nicht in ein schwarzes Loch fallen 

l§sst. 
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Anhang. Sph~risch symmetrische Gravitationsfelder 

In diesem Anhang betrachten wir sph~risch symmetrische Felder und be- 

weisen, unter anderem, das verallgemeinerte Birkhoff-Theorem. 

Definition. Eine Lorentzmannigfaltigkeit (M,g) ist sph~risch sym- 

metrisch, falls sie die Gruppe S0(3) als Isometriegruppe zul~sst, wo- 

bei die Gruppanorbits zweidimensionale raumartige Fl~chen sind. 

Die Gruppenorbits sind notwendigerweise Fl~chen konstanter positiver 

KrOmmung. 

1. Allqemeine Form der Metrik 

Sei qEM und-~(q) der Orbit zu q . Die (eindimensionale) Unter- 

gruppe von S0(3), welche q invariant l~sst, ist der sog. Stabilisa- 

tor G . Wir bezeichnen mit N(q) die Mange aller Geod~ten durch q , 
q 

welche auf -~(q) senkrecht sind. Diese bilden lokal eine zweidimen- 

sionale Fl~che (die wir auch mit N(q) bezeichnen), welche von G 

invariant gelassen wird. (Ein Vektor V~Tq(M) senkrecht zu ~"~(q~ 

wird dutch Gq wieder in einen solchen ObergefShrt, denn sei U~Tq(M) 

tangential an -~(q), so gilt f~r g~Gq: (u,g.v) = (g-~u,v) = 0 , da 
-i g • u ebenfalls tangential an .~(q) isto) 

Nun betrachten wir einen Punkt PEN(q) und dazu die Richtungen (Vek- 

toren aus Tp(M)) senkrecht zu N(q)o Die Gruppe Gq permutiert diese 

Richtungen, well N(q) unter G invariant bleibto Oa G anderseits 
q q 

den Orbit .~'~(p) invariant l~sst, muss dieser senkrecht auf N(q) sein. 

(s.rig.).  

Wit k~nnen j e t z t  iokal eine 1-l-deutige Abbildung @:_~(q)---qP~(p) 

zwischen zwei beliebigen Gruppenorbits wie folgt definieren: 
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fOhrt den Punkt q in den Punkt ~(p)~N(q) 

dung ist unter G invariant (da q 
q 

~ber. Diese Abbil- 

sowie (~(p) und N(q) unter G invariant sind). 
q 

Deshalb werden unter ~ Vektoren gleicher L~nge an _~(q) in Vektoren 

gleicher L~nge an ~ (p) in (~(q) ~bergefOhrt. Oa ferner alle Punk- 

te in -~(q) ~quivalent sind, erh~lt man denselben Vergr~sserungs- 

faktor for alle Punkte in _~(q) , d.h. die Abbildung ~ ist konform. 

Oamit k~nnen wir lokale Koordinaten (t,r,~,~) die folgt einf~hren. 

Die Gruppenorbits seien Fl~chen mit konstanten t und r und die da- 

zu orthogonalen Fl~chen N seien die Fl~chen~ ~ = konst. ~. Da 

konform ist und die Orbits Fl~chen konstanter positiver Kr~mmung sind, 

hat die Metrik die Form 

2 

wobei ~ eine indefinite Metrik in t und r ist, d.h. ~ hat 

die Form 

Nun hat aber die 1-Form adt + bdr in zwei Variablen immer einen in- 

tegrierenden Nenner: adt + bdr = Adt' . In den Koordinaten (t',r) 

hat ~ die Form ~ =  A2dt '2- B2dr 2, d.h. die Kurven ~t' = konst~ 

und ~r = konst.~ sind zueinander orthogonal. 

Wit k~nnen also immer Koordinaten (t,~,~) so einfQhren, dass die 

Matrik die folgende Gestalt hat 

Hier hat man noch die Freiheit, entweder t oder r in den Fl~ohen N 

beliebig zu w~hlen. Davon werden wir im folgenden in verschiedener Wei- 

ss Gebraueh machen. 

Wir bsn~tigen in diesem Anhang und in nachfolgenden Kapiteln die zu 
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(A.l) geh~renden Zusammenhangs- und Kr~mmungsformen, sowie den Ricci- 

und den Einstein-Tensor. 

Diese Gr~ssen berechnen wir relativ zur orthonormierten Basis 

Aeussere Ableitung der ~ gibt sofort (' =~/~,. =~I~): 

~ =  k~l~ ~°̂  ~*- ~-'~^~ ~- ~ ~ ~ ~ 
(A.3) 

Ourch Vergleich mit der 1.Strukturgleichung err~t man 

~-_~ = ~L~6 ~ 

(A.4) 

Man verifiziert unmittelbar, dass die lo Strukturgleichungen erfOllt 

sind. 

Die KrBmmungsformen erh~it man jetzt aus der 2. Strukturgleichung durch 

eine (relativ kurze) Routinerechnung. Das Resultat ist 



249 

wobei 

• .X~°  4 = tie 

_k--"2~ . = ,  ' ~  O~A ~ O ~ +14 0~^ 

. . ~  .= ~' ~A~  )-_ ~ CA~ ~" 

-~'2~a = ~" tY^ 0 " -  t4 ~°A~" 

= ~t ~#-& i. ~ b-  ~_~ c_~, ~ ~'a'.t_c," 3 

R R 

Aus (A.5) erh~lt man sofort den Ricci-Tensor 

(A.5) 

(A.~)  

(A .7 )  
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Der Riemannsche KrOmmungsskalar ist 

und d a m i t  l a u t e t  d e r  E i n s t e i n - T e n s o r  

G A, : 

• %~ r%. 

o 

(A.8) 

(A.9) 

2. Das verall@emeinsrte Birkhoff-Theorem 

Wir betrachten nun sph~risch symmetrische L~sungen der Vakuumgleichun- 

gen und beweisen den 

Satz. 3ed8 (C 2-) L~sung der Einsteinschen Vakuumgleichungen, wBlcha 

in einer offenen Teilmenge ~.~ sph~risch symmetrisch ist, ist lokal 

isometrisch zu ainam StOck der Schwarzschild-Kruskal LUaungo 

Baweis: Die lokale L~sung h~ngt vonder Natur der Fl~chen 

~R(t,r) = konst°~ ab. Wir diskutiaren zuerst den Fall 

a) Die Fl~chan ~ R = konst. ~ asian in ~ zeitartig und dR ~ 0 . 

In diesem Fall k~nnen wit R(t,r) = r w~hlen. Benutzen wit R = 0 

und R' = 1 in G°l = 0 , so folgt aus (A.9) und (4.6), dass b = 0 

ist. Mit dieser Information gibt Goo + Gll = 0 , d.h., ~ - ~ = 0 , 

die Beziehung a'+ b' = 0 . Folglich ist a(t,r) = - b(r) + f(t) . Mit 

der Wahl ainer neuen Zeitkoordinats kann man deshalb erraichan, dass 

auch a unabh~ngig von dsr Zeit ist. Die Gleichung G = 0 (F+2F = O) 
gibt (r ~2b), 1 , d.h e -2b oo = . = 1 - 2m/r . Im Fall a) erhalten wir 

also die Schwarzschild-LUsung for r~> 2 m : 
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(A.lO) 

b) Die Fl~chen ~R = konst°~ seien in ~ raumartig und dR ¢ 0 . In 

diesem Fall k~nnen wir R(t,r) = t w~hlen Jetzt gibt G ° " 1 = 0 die 

Bedingung a' = 0 , d.h. a h~ngt nur von t ab. Aus G + Gll = 0 
O0 

folgt jetzt ~ + b = 0 und wit k6nnen eine neue r-Koordinate so ein- 

fOhren, dass auch b nur von t abh~ngt. Schliesslich gibt Goo = 0 

die Gleichung (t e-2a)*= - 1 , d.h. 

Dies ist die Schwarzschild-L6sung fur r~ 2 m , denn vertauschen wir 

die Variablen r und t , so erhalten wir den Ausdruck (A.lO) mit 

r~2 m . 

c) In ~T sei (dR,dR) = 0 . 

Oavon betrachten wir zuerst den Spezialfall, dass 1~ in~T konstant 

ist. Dann Folgt aus G = 0 , dass R = 00 . Wir k~nnen deshalb an- 
oo 

nehmen, dass dR lichtartig und von Null verschieden ist. Die Koordi- 

naten (t,r) kBnnen so gew~hlt werden, dass R(t,r) = t-r ist. Damit 

b sein. G°l = 0 ist dann automatisch dR lichtartig ist, muss a 

erfOllt und Goo + Gll = 0 gibt die Bedingung a' =-- a . Deshalb ist 

a eine Funktion von t-r . Aus G = 0 folgt dann abet die unsinni- 
oo 

ge Bedingung 1/t-r = 0 . Der Fall c) ist deshalb mit den Feldgleichun- 

gen nicht vertr~glich. 

R = konst.~ sei raumartig in einem Teil von ~ und zeitartig in d) 

einem anderen Teil. 

Dann erh~lt man in diesen Teilen die L5sungen a) bzw° b). Entlang den 

Fl~chen (dR,dR) = 0 kann man diese, wie in ~7.2, miteinander glatt 

verbinden und erh~lt dabei einen Teil der Schwarzschild-Kruskal LSsung. 

13 
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3. Sph~risch symmetrische L~sungen einer FlOssigkeit 

Wir betrachten nun das sph~risch symmetrische Feld einer (nicht notwen- 

digerweise statischen) Fl~ssigkeit. Deren 4er-Geschwindigkeit~sei in- 

variant unter der Isotropiegruppe S0(3). Oeshalb steht ~.~ senkrecht 

auf den Orbits und die Integralkurven von~ verlaufen in den Fl~chen 

N (von Abschnitt 1). Wir k~nnen t so w~hlen, dass~ proportional 

zu ~/~ ist. Da (~,U) = 1 folgt dann 

"6% (A.12) 

Wir k~nnen natOrlich die Zeitkoordinate auch so w~hlen, dass ~,~/~ 

ist, aber dann ist der (t,r)-Anteil der Metrik im allgemeinen nicht 

mehr orthogonal, sondern hat die Form 

FOr eine ideale FlOssigkeit mit p = 0 (inkoh~renten Staub) folgt 

abet aus den Feldgleichungen ~U D~--- 0 . Die r-Komponente dieser 

Gleichung impliziert ~-rtt = 0 , d.h. r)gtr/')t = 0 @ 

W~hlen wir deshalb neue Koordinaten 

! 
" t ' = t  

so hat die Metrik die Form (wenn wir die Striche wieder weglassen) 

(A.14) 

und 

(A.15) 

Oies ist aber nur for p = 0 mUglich. 
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FUr eine statische Situation soll natUrlich U in (A.12) proportional 

zu einem zeitartigen Killingfeld sein, welches wir (bei geeigneter 

Wahl yon t ) als ~/~ w~hlen k~nnen. Dann sind a, b und R un- 

abh~ngig von t . In der Basis (A.2) hat der Energie-Impuls Tensor die 

Form 

(Aol6) 

W~re R' = 0 , so mSsste, wegen Goo- Gll = 8~G (£ +p), ~ + p = 0 

sein. Dies ist physikalisch unsinnig. Deshalb k~nnen wir R(r) = r 

w~hlen und die Metrik hat die Form 

~- (A.17) 

Uebunqsaufqabe 

Es sei (M,g) eine sph~risch symmetrische und stationers Lorentz-Man- 

nigfaltigkeit. Zeige, dass dann lokal ein zeitartiges Killingfeld K 

existiert, welches senkrecht auf den Orbits-~(q) von S0(3) steht. 

(Dann kann die t-Koordinate in den Fl~chen N von Abschnitt 1 so ge- 

w~hlt werden, dass K = ~/~t ist und damit sind a!le Funktionen in 

(A.1) unabh~ngig von t . Schliessen wir den degenerierten Fall R' = 0 

aus, so l~sst sich dis Metrik wieder auf die Form (A.17) bringen.) 



KAP. IV 

SCHWACHE GRAVITATIONSFELDER 

Wir betrachten im folgenden Systeme, for die das g-Feld (mindestens in 

einem gewissen Raum-Zeit Gebiet) fast flach ist. Es existiere also ein 

Koordinatensystem, bezOglich welchem 

Im Sonnensystem ist, z.B., I lil.Tll~l~ l'l~l##Ca~ ~)/C~*~ |~g, 
Oas Feld kann aber zeitlich scnnell ver~nderlich sein (~chwache Gravi- 

tationswelle). 

~i. Die linearisierte Gravitationstheorie 

i 
In dieser Situation entwickeln wir die Feldgleichungen nach ~ und 

behalfien nur die linearen Terme. Bis auf quadratische Glieder ist die 

Ricci-KrOmmung 

Ferner ist 

(3) 

Im 2. Gleichheitszeichen wird die Konvention benutzt, dass Indizes mit 

~ bzw. ~ hinauf- bzw. heruntergezogen werden. 

Mit (3) erhalten wir fSr die Ricci-KrOmmung 
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und for die skalare Riemannsche KrOmmung 

(s) 

WO 

Der Einstein Tensor ~ ~ - -  ~ 

tar N~herung 

Aus d e r  B i a n c h i - I d e n t i t ~ t  w i r d  h i e r  

(6) 

l a u t e t  d a m i t  i n  l i n e a r i s i e r -  

(7) 

wie man auch durch direkte Rechnung sieht. Aus den Feldgleichungen 

~ =  ~Ir~-~ , d.h. 

folgt in der linearisierten Theorie, mit der Identit~t (8), 

d.h. %~ erzeugt zwar sin Gravitationsfeld, aber dieses wirkt nicht 

auf die Materie zurOck° [FUr inkoh~renten Staub ~'~--~U~~,um@~ 

folgt z.B. aus (lO) 

tt = o  aa _ o 
i s  

Die Integralkurven von ~ sind also Oeraden.] 

Im Sinne eines interativen Verfahrens kann man aber (f~r schwache Fel- 

der) ~ aus den Feldgleichungen (9) wit dam "flachen" "~ bestimmen 

und die ROckwirkun9 auf physikalische Systems so berechnen, dass man 

in den Gleichungen won ~ Io4 ~=~/~+~ setzt. Dieses Vorgehen 

ist natOrlich nur sinnvoll, wenn dis ROckwirkung klein ist. Beispiele 
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werden wit weiter unten diskutieren. 

Im folgenden wird es nOtzlich sein, die Gr~sse 

4 

zu benutzeno Daraus l~sst sich ~ wie folgt zurOckgewinnen 

Damit k~nnen die Feldgleichungen wie folgt geschrieben werden 

(ll) 

(11') 

(12) 

Die linearisierte Theorie k~nnen wir als eine Lorentzkovariante Feld- 

theorie (fUr das Feld ~ ) im flachen Raum auffassen. Betrachten wir 

eine globale Lorentztransformation, so folgt aus dem Transformations- 

gesetz for ~ ~ unter Koordinatentransformationen sofort, dass sich 

~ bezOglich der Lorentzgruppe wie ein Tensorfeld transformiert: 

$ei n~mlich 

~ . :  A~ x '~ AT~A j ~--" p. 

dann gilt 

d.h. 
l 

{13) 

Aehnlich wie in der Elektrodynamik gibt es eine Eichqruppe. Der linea- 

risierte Einstein Tensor (7) ist invariant unter Eichtransformationen 

der Art (~: Vektorfeld) : 
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wie man leicht nachrechnet. Oiese Eichtransformationen kann man als 

infinitesimale Koordinatentransformatienen auffassen. Es sei n~mlich 

x '~=  xt' ~ ~.,"o,3 (15) 

wobei ~ )  ein infinitesimales Vektorfeld sei (infinitesimal, damit 

(1) nicht zerst6rt wird). 

Diese Transformation induziert infinitesimale Aenderungen in allen Fel- 

derno Ausser fur das Gravitationsfeld, welches durch die infinitesima- 

len ~.M~ beschrieben wird, k6nnen wir diese Aenderungen innerhalb der 

linearisierten Theorie Uberall vernachl~ssigen° 

Aus dem Transformationsgesetz 

4, 

folgt 
! ! 

ais  zur 1. Ordnwn~ in '~P wnd 6 ~ '  f o l g t  

Die Eichinvarianz kann in einer etwas anderen Sprache wie folgt ausge- 

dr~ckt werden: Wir haben frOher betont, dass ein g-Feld mit jedem dazu 

diffeomorph transformierten Feld ~quivalent ist° Insbesondere ist g 

wit ~'~ ~quivalent, wenn ~ den Fluss zu einem Vektorfeld X be- 

zeichnet. FOr kleine s ist 

• ~$-$+ sLx$ + O& ~) 

Ausgedr~ckt dutch ~:~--~ bedeutet dies, wenn ~ fur ~'X steht, 
@ 

6 ---- 6 ~ L~ g ~ Oc~ ~) = ~+ L I ~, L~6 . O(e) 

Ee ist deshalb klar, daes (fOr schwache Felder) h und h + LI~ , 
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for ein infinitesimales Vektorfeld ~ , ~quivalent sind. Nun ist aber 

Die Eichinvarianz des linearisierten Riemann-Tensors R "l'( ~ folgt so: 

FUr den Riemann Tensor R[g] gilt allgemein ~(R[g]) = R[~g] . 

Also ist 

Setzen wit auf beiden Seiten g =~ so folgt daraus 0 = R(1)(Lx~ ), 

und damit 

~ ~ L X ~ = ~ I ) ~  ~ for jedes Vektorfeld X. 

Uebunqsauf£aben: 

i. Berechns den Riemann Tensor in der linearisierten Theorie und zeige, 

dass dieser invariant ist unter Eichtransformationen (14). 

2. Zeige, dass sich dis Feldglsichungen (9) im Vakuum aus dem Hamil- 

tonschen Variationsprinzip zur Lagrange Funktion 

(16) 

herleiten lassen. Dazu zeige man 

(17) 

Variationen ~ welche am Rand~ verschwinden. for 

3. Zeige, dass sich die Lagrange Funktion (16) bei einer Eichtransfor- 

marion (14) nur um sine Divergenz ~ndert. Falls also ~ am Rand von 

0 verschwindet, bleibt das Wirkungsintegral Uber 0 unter Eichtrans- 

formationen invariant. Schliesse mit dieser Tatsache aus (17) auf die 
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"Bianchi-Identit~t" (8). 

Bemerkungen zur 3.Aufgabe: Da sich ~ bei Umeichungen ~ndert, ist der 

kanonische Energie-Impuls Tensor (siehe SRT) nicht eichinvariant. Dies 

reflektiert die Nichtlokalisierbarkeit der Gravitationsenergie. Schon 

in der linearisierten Theorie gibt es keine eichinvarianten AusdrOcke 

for Energie- und Impulsdichten. 

Wir nutzen nun die Eichinvarianz zur Vereinfachung der Feldgleichungen 

aus. Es l~sst sich immer eine Eichung finden, for welche 

~ ~0 (Hilbert Eichung) (18) 

Beweis: 

Unter 

geht ~ Ober in 

Also 

Falls 

(19) 

~y~O ist, brauchen wir also nur ~ als t~sung yon 

(20) 

Die allgemeinste L~sung von (20), mit der Nebenbedingung (18), lautet 

~ - - I ~ ~ - ~ -  L~sung der homogenen GI. (21) 

wo D R die retardierts Greenfunktion ist: 

Innerhalb der Hilbert-Eichklasse vereinfacht sich (12) zu 

zu w~hlen. Solche L~sungen existieren immer (retardierte Potentiale)°~-1 
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, 

"-J;)~(x') -- 4-~I ~l 

Beachte, dass 

d.h. der l° Term von (21) erfOllt die Hilbert-Bedingung (18). Oie homo- 

genen L~sungen (Wellen) werden wir in ~3 diskutieren. 

Die retardierte L~sung lautet 

Dieses Feld interpretieren wir als das vonder Quelle srzeugte Feld, 

w§hrend der 2. Term in (21) sine aus dem Unendlichen kommende Gravita- 

tionswelle darstellt° Wie in der Elektrodynamik schliessen wir, dass 

sich Gravitationswirkungen mit Lichtqeschwindiqkeit ausbreiten. 
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~2. Fast Newtonsche Gravitationsfelder 

Wir betrachten jetzt fast Newtonsche Quellen Too~ ~T I ~Tij I und oj ' 
so kleine ~schwindigkeiten, dass Retardierungseffekte vernachl~ssig- 

bar sind. Dann wird aus (22) 

wo ~ das Nawtonsche Potential ist 

FSr die Metrik 

(2~) 

I ~ - - E  t I ( 24 )  

folgt aus (23) und ~ = ~  

d . h ,  

(25)  

(26) 

woCwie immer> m = GM/c 2 ist. 

Die Fehler in der Metrik (27) sind folgende: 

(i) Es fehlen Terme der Ordnung ~, welche durch die Nichtlineari- 

t~t der Theorie zustande kommen. 

(ii) ~@~ ist gleich Null, bis auf Terme der Ordnung ~)'~, wo 

~'~/'~o@ eine typische Geschwindigkeit der Quelle ist. 

(iii) ~ ist gleich Nullabis auf Terme der Ordnung ~ ['~_~/'~oo • Im 

Sonnensystem sind alle diese Fehler vonder Ordnung lO -12, w~hrend 

(28) 

(27) 

Welt wag vonder Quelle k~nnen wir uns auf den Monopolbeitrag in (24) 

beschr~nken und erhalten 
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Uebunqsaufgaben: 

1. Zeige, dass die Metrik (28) schon die richtige Lichtablenkung lie- 

fert. 

2. Zeige, dass die Metrik (28) f~r die Periheldrehung 4/3 mal den Ein- 

steinschen Wert gibt. Dies zeigt, dass die Periheldrehun 9 empfind- 

lich auf Nichtlinearit~ten der Theorie ist. 
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~3. Gravitationswellen in der linearisierten Theorie 

Wir betrachten nun die linearisierte Gravitationstheorie im Vakuum. 

Die Feldgleichungen lauten nach (20) in der Hilbert-Eichung 

C3~-- 0 (29) 

Innerhalb der Hilbert-Eichung l~sst sich for das freie Gravitations- 

feld eine Eichung linden9 for die ausserdem 

~=o (30) 
ist. 

Beweis: Unter Umeichungen gilt nach (lg) 

und folglich 

sowie 

sein. Ist ~ ~ 0 , so ist ein i~ zu suchen, welches (31) erfOllt und 

for welches ~_~= ~ ist. Aus (31) ergibt sich die Konsistenzbe- 

dingung E ] ~  , die im allgemeinen nut im Vakuum erfOllt ist. Sie 

ist aber auch hinreichend. Wir zeigen: Sei ~ ein Skalarfeld mit 

~ ~ . Dann existiert ein Vektorfeld ~ mit den Eigenschaften: 

Konstruktion: Sei ~ eine LUsung von ~ = ~ .  (Eine solche e x i -  

sti~rt-  M~n set~  ~ r - - A , ~ ,  O A - ' ~  .) Nun sei "S~-- 0 ~ .  

Oamit die Hilbertbedingung ~----0 erfOllt bleibt, muss deshalb 
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da~s s ~ ~ , existiert *) ein schiefes Tensorfeld ~ - - ~  
Daf~r '~ = ~  ist. Sei jetzt ~ - - ~  eine Lbsung won 

i"l~-- ~ , dann erfO!lt 

~ : -  nT~,_ ~ 
die Gleichungen 

. =  

E1 

Innerhalb dieser speziellen Eichung (18)>(30) verbleiben noch Eich- 

transformationen mit den Bedingungen 

C 3 ~ - -  o ~ ~ = o  (32) 

Innerhalb di~ser Eichungsklasse ist ~ = ~  I 

Ebene Wellen: 

Die allgemeinste L~sung von (29) l~sst sich durch Superposition von 

ebenen Wellen 

darstellen. Die Feldgleichungen (29) sind erfBllt, wenn gilt 

~ L ~  Die Hi lbert  Bedingung ~ r j ~  ~ - - D  gibt 

(34) 

*) Nach dem Poincar~ LBmma, auf das Codifferential Obersetzt 
(siehe Tell 1,p. 43). 
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und (30) liefert 

m~= o (3~) 

Die Matrix ~ nennen wir den Polarisationstensor. Dis Bedingungen 

(35) und (36) haben zur Folge, dass h~chstens 5 Komponenten unabh~ngig 

sind. Infolge der verbleibenden Eichgruppe (32) sind aber nur zwei Kom- 

ponenten unabh~ngig, wie wir jetzt zeigen wollen. Bei einer Eichtrans- 

formation, mit 

(3v) 

~ndert sich ~ gem~ss 

(38) 

Nun betrachten wir speziell eine Welle, die sich in der positiven 

z-Richtung fortpflanzt: 

(35) gibt 

und (36) impliziert 

Diese Beziehungen erlauben es, alle Komponenten durch 

auszudrOcken: 

Bei einer Umeichung (38) gilt 

(41') 
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Ib 

Damit (37) die Bedingungen (32) erfSllt, muss ~ 0 , d.h. 

~o ~ ~ sein. Aus (41') folgt, dass man E~ so w~hlen kann, dass 

nur ~|~ und ~ = - ~  nicht verschwinden. Man hat also, wie beim 

Licht, nur zwei linear unabh~nqige P olarisationszust~nde. Wie transfor- 

mieren sich diese unter Rotationen um die z-Achse ? FOr diese ist 

mit 

IoJ ° I 
Man finder leicht 

I 

I 
~ z  ---~_~4 ~ . ~ z ~  .t-~l~ " c . ~  

Oder for 

Die Polarieationszust~nde ~+ haben Helizit~t + 2 (links- bzw. rechts- 

zirkular polarisiert). 

Uebunqsaufqabe: F~hre die analogen Ueberlegungen in der Elektrodynamik 

dutch. 
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Transversale und spurlose (TS) Eichung: 

In der Eichung, in welcher nur ~4~ und ~ - - ~  

sind, gilt offeneichtlich 

ungleich Null 

(42) 

/ 

Nun b e t r a c h t e n  w i t  e ine  a l l g e m e i n e  G r a v i t a t i o n s w e l l e  ~ i n  der  l i -  

n e a r i s i e r t e n  T h e o r i e  und denken uns d iese  nach F o u r i e r  i n  ebene Wel len  

z e r l e g t ,  FUr jede d i e s e r  ebenen Wel len w~hle man d ie  e p e z i e l l e  E ichung 

( 4 2 ) .  Oies l ~ s s t  s i ch  s i m u l t a n  e r r e i c h e n .  (Man w~hle dazu z u e r s t  d i e  

spezielle Eichung ~ 0  , ~ 0 und f~hre dann eine Super- 

position von Eichtransformationen (37), d°h. mit 

durch). Da die Eichbedingungen (42) alle linear sind, werden sie auch 

vonder betrachteten allgemeinen Welle erfOllt, d.h. die Eichbedinqun- 

£en (42) kSnnen for eine beliebiqe Gravitationswelle erfOllt werden. 

Falls ein symmetrischer Tensor die Bedingungen (42) erfOllt, nennen wir 

ihn einen transversalen spurlosen (TS) Tensor und die Eichung (42) nen- 

nen wit die transversale und spurlose Eichun 9. 

dass in der Eichung (42) nut die ~j~ ungleich Null sind und Beachte, 

deehalb muss man nur 6 Wellengleichungen verlangen: 

Nun berechnen wir den linearisierten Riemann-Tensor. Allgemein ist 

M i t  der  G l e i c h u n #  (3)  £~r d i e  C h r i s t o f £ e t  Symbola f o l g t  

d°h°  

(44) 
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Wir betrachten speziell die Komponenten 

in der TS - Eichung 

Oa der Riemann Tensor eichinvariant ist, sieht man aus (45), dass ~y 

nicht auf noch weniger Komponenten als in der TS-Eichung reduziert wer- 

den kann. 

qeod~tische Abweichunq in einer linearisierten Gravitationswelle: 

Wir betrachten nun wie in ~II.l einen Schwarm (Kongruenz) yon frei- 

fallenden Probek6rpern. Der Separationsvektor N zwischen benachbarten 

Geod~ten erfOllt, bezOglich eines orthonormierten 3-Beins ~ei~ _ senk- 

recht zu ~ , welches l~ngs einer beliebigen Geod~te ~ der Kongru- 

enz parallel (nichtrotierend~) verschoben wird, die Gleichung (siehe 

Seite 142) 

we 

& , 

(47) 

Nun gibt es ein TS-Koordinatensystem (d.h. ein solches, in welchem die 

~ die TS-Bedingungen (42) erfOllen) for welches, bis zur i. Ord- 

nung in den ~ , l~ngs ~ folgendes gilt: 

Oieses System kann man in zwei Schritten konstruieren. Zun~chst ken- 

struiere man (vgi° ~I.lO.S) ein lokales Inertialsystem l~ngs ~ (in 

welchem t = ~I~ ist). Dieses erfOllt (48). Hierauf fOhre man eine in- 

finitesimale Koordinatentransformetion dutch, so dass die TS-Bedingungen 
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(42) erfOllt sind. 

Nach (45) gilt damit (l~ngs ~ ist 

gleich der Eigenzeit ~ ) 

t , bis zur l° Ordnung in den ~ 

Diese Gleichung beschreibt die welleninduzierten Oszillationen von zu 

benachbarten Probek~rpern. Sind z.B. die Teilchen relativ zueinan- 

der in Ruhe bevor die Welle ankommt (~ = ~(o) )solange hij = O) , 

dann gibt die Integration von (49) 

, 

Nun betrachten wir speziell eine ebene Welle, etwa in der z-Richtung. 

In der TS-Eichung sind die von Null verschiedenen Komponenten: 

(5z) 

Falls das Teilchen in der Fortpflanzungsrichtung der Welle ist 

(~(o) = (O,O,a) wird es nicht oszillieren, da hij nlo ) = 0 ist. 

Es gibt folglich nur Oszillationen in der transversalen Richtunq. 

Oiese wollen wir for verschiedene Polarieationszust~nde der ebenen Wel- 

le diskutieren. FOr den transversalen Teil ~_I. des Verschiebungsvek- 

tors ~ gilt damit 

~= ~-,. ~ (52) 

WO o, 

.~ ~=~'~.~ ~'.,= o 

(53) 

Die approximative L~sung ist nach (50) 

(54) 
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Transformieren wir die Matrix rechts auf Hauptachsen 

so gilt for 

io_ 

(55) 

(56) 

(57) 

Der Punkt (~,~) f~hrt also um (~O' ~ ) eine "Quadrupolschwingung" 
a u s ,  

Baach te :  3e nach P o l a r i s a t i o n s z u s t a n d  kann d i e  o r t h o g o n a l e  M a t r i x  R 

z e i t a b h ~ n g i g  werden.  

Wir b e t r a c h t e n  j e t z t  s p e z i e l l  e ine  p e r i o d i s c h e  ebene Wel le i n  der  

z-Richtung: 

(ss) 

FOr A 2 = 0 fallen die Hauptachsen nach (55) mit den x,y Achsen zu- 

sammen. Falls A l = 0 werden die Hauptachsen um 45 ° gedreht. Diese 

beiden F~lle nennen wir, aus naheliegenden GrOnden, linear polarisiert. 

Falls A 2 = ~ i A 1 ist, nennen wir die Wellen zirkular polarisiert 

(rechts- bzw. linkszirkular). 

FOr dae obere Vorzeichen rotieren die Hauptachsen in positiver Richtung 

(im Gegenuhrzeigersinn for eine Welle, welche sich gegen den Leser be- 

wegt) und in negativer Richtung fur das untere Vorzeichen *). 

*) Die Hauptachsen drehen sich dabei mit der halben Frequenz m/2 . 
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In der folgenden Figur ist die Bewegung eines Ringes von Testteilchen 

um ein zentrales Teilchen in der transversalen Ebene angedeutet (fOr 

die beiden linearen Polarisationszust~nde). 
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~4. Das Gravitationsfeld in grossen Entfernungen yon den Quellen 

Wir interessieren uns for das station~re Gravitationsfeld weir weg yon 

beliebigen isolierten Quellen und bestimmen die ersten Terme seiner 

Entwicklung nach Potenzen von 1/r . 

FDr ein station~res Feld w~hlen wit ein adaptiertBs Koordinatensystem, 

bezOglich welchem die ~p zeitunabh~ngig sind. Asymptotisch k6nnen 

wir das Koordinatensystem fast Lorentzsch w~hlen: 

In einem ersten Schritt ignorieren wir die Nichtlinearit~ten der Ein- 

steinschen Feldgleichungen im asymptotischen Gebiet. Dann gilt dort in 

der Hilbert-Eichung 

) 

Nun l ~ s s t  s ich jede L6sung der Poisson-Gleichung ~ - 0  wie f o l g t  

entwickeln 

FOr unser Problem ist 

@etzen 

,~oo _ i ,  ° ÷ "N n ~ .  ~ ( ± ' 3  

I'- ,1 -~- 

a{m = 0 und wir k6nnen for ~ folgendes an- 

~_- ×~/+ 

(6o) 

wobei AJk= A k j, B jk~ = B kj~ ist. 

Oie Hilbert-Bedingung ~ 0  gibt 

%~ L ~- ~ ~ ~ 3 = o 

(6z) 
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Nun zerlegen wit B jk und B jk 

[Spur von B jk] 

oder 

in geechickter Weise 

[spurlos und symmetrisch] 

. . . .  ~ ~ ' =  o 

[antisymm. ] 

(62) 

Die Eiohbedingungen (61) implizieren 

d.h. 

Ale Uebungsaufgabe zeige man, dass sich B jk analog wie folgt dar- 

stellen l~sst (runde Klammern bedeuten Symmetrisierung in den einge- 

klammerten Indizes) 

wobei E km symmetrisch und spurlos ist und S jk~ total symmetriech 

und spurlos in allen Paaren von Indizes let. Aus (61) folgt 

=- E~ ~M o 

Benutzt man diese Ergebnisse in (60), so kommt 

' ~ -  .~ ~ ~- 

(63) 

Innerhalb der Hilbert-Eichung k~nnen wir mit einer Eichtraneformation 

B in ~@~ und A j in ~ zum Verschwinden bringen. Dazu w~hle man 
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Dann wird aue (53) 

+,. + 

Schlieselich verschiebe man den Ursprung des Koordinatensystems 

xL = > / A  ° 

(64) 

I 
Oann f~llt der zweite Term von ~ weg. Gehen wir zu ~F~ Ober, so er- 

halten wir die Form 

~oo~_ 2~ +_~[J__~ 1" 

4" (6s) 

Die Konstanten m und s j werden wir weiter unten interpretieren. 

Bis jetzt haben wir im asymptotischen Gebiet nur die linearisierte N~- 

herung betrachtet. Die dominanten nichtlinearen Terme mOssen proportio- 
2 

hal zum Quadrat, (~) , der dominanten linearen Terme sein. Um jene zu 

erhalten, betrachtet man am einfachsten die Schwarzschild L~sung in ge- 

eigneten Koordinaten und entwickelt diese nach Potenzen yon m/r . 

(In Kapitel V werden wit etattdessen die post-Newtonsche Entwicklung 

benutzen.) 

Wit bemerken zun~chst, dass die Hilbertsche Eichbedingung die Lineari- 

sierung der harmonischen Eichbedingung iet. Letztere lautet (siehe 

p. 43) ~-----0 , d.h. 

Nun ist 

(66) 

und folglich 
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(~7) 

Deshalb reduziert sich (66) in linearisierter N~herung in der Tat auf 

Wir transformieren deshalb die Schwarzschild LOsung 

auf harmonische Koordinaten. Letztere konstruieren wir wie folgt. 

Wir setzen den Ansatz 

X~=~ 

in die Eichbedingung ~ 0  ein und erhalten die folgende Oiffe- 

rentialgleichung for R(r) (Uebungsaufgabe): 

Eine bequeme LOsung davon ist R = r - m . 

Die transformierte Schwarzschild-Metrik lautet 

X-~A, 
~eo & ~  /~ 

~;~0 - "  0 

A - t c t  l l. ~ 

Die quadratischen Terme von goo sind g(o~'o ) = 2 (~)2 . 

Damit erhalten wit die Entwicklung 

~ 4 .  ~ -  

(68) 

(6g) 

Oieses Ergebnis werden wit auch in post-Newtonscher N~herung erhalten 

(siehe Kap. V). 
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Mit den asymptotischen Formeln (69) kBnnen wir Energie und Drehimpuls 

des Systems berechnen. Dazu benutzen wir die Darstellung dieser GrBssen 

durch die Flussintegrale (II.6.1g) und (II.5.24). In dsr Koordinaten- 

basis lauten die Zusammenhangsformen naoh 01.(3) 

Nach (II.6.19) ist der totale Impuls 

- I6 ,r¢~ -£ 

A 

Nut pO verschwindet nicht 

Nach (69) ist 

Integrieren wit Ober eine grosse Kugeloberfl~che, so erhalten wit damit 

(M = Gm) : 

Wie erwartet ist also 

' ' , , j~ .~ .  
×~" ~ i ~ , l  - -  

(7o) 

FOr den Orehimpuls haben wir nach (II.6.24) das folgende Flussintegral 

~ =  .4 

zu  berechnen° 
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Der erste Term ist (in genOgender N~herung) 

Davon sind die r~umlichen Komponenten 

A6 "~-& 

Die Komponenten des Drehimpulsvektors sind 

= .  -i -~2 

Darer erhalten wir 

&cA'} _ ~ c~ 

Der zweite Term f~llt weg, wenn wir ~ber eine Kugeloberfl~che integrie- 

rs~ 

~..k_ ~ x ~ A~_~, >CX-x =,,_z 

- - - ! . - c ~  
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Mit einer partiellen Integration kommt 

= __ x xw~t,--~- = -- 

d.h. 

(72) 

Oer 2. Term in (71) gibt 

4 

A~ard~ 

~ ~ ~ ~ ~ - ~ x s  

d . h .  

Also ist 

In sgesamt  e r h a l t a n  wi t  aus (72) und (73) 

Oamit ist gezaigt, dass die Parameter S j 

ponenten des Systems sind. 

(73) 

(74) 

in (69) die Orehimpulskom- 
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FOr pO und 3k haben wir anderseits aine Darstellung durch Volumen- 

integrals (siehe (II.6.17) und (II.6.18)). let speziell des Gravita- 

tionsfeld Oberall schwach, so reduzieren sich diese auf 

(?s) 

(v6) 

Der 
Orehimpuls S k des Systems kann z.B. mit einem Kreiselkompass bestimmt 

werden. Dieser sei weit wag vonder Quells und in Ruhe bezOglich des 

Koordinatensystems, in welchem (69) gilt. Der Kompass wird dann bezOg- 

lich der Basis ~/~X~ mit der Winkelgeschwindigkeit 

rotieren (siehe (I.10.33)). Benutzen wir den Ausdruck (69) for 

so kommt 
gio ' 

(??) 

Die GI.(77) gibt die Pr~zeesionsfrequenz sines Kreisels ralativ zu dan 

asymptotischen Lorentzsystemen (relativ zum "Fixsternhimmel"). 
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~5. Emission von Gravitationsstrahlung 

In diesem Abschnitt untersuchen wir im Rahmen der linearisierten Theo- 

rie die Frage, welche Energie zeitabh~ngige Quellen in Form von Gravi- 

tationswellen abstrahlen. Dazu ben~tigen wit die LSsung (22) 

in der 
Wellenzone. Wir entwickeln sowohl nach der Retardierung innerhalb der 

Quells, als auch nach [~'[ /|~l~_~ 1 . 

In tiefster N~herung ist 

- % -  - ( ~ g )  

(r : l_x| ) . Zun~chst formen wir das Integral rechts for r~umliche In- 

dizes urn. Dazu benutzen wit T/~Y,~ = 0 , welche Gleiohung die folgende 

Identit~t impliziert 

I = , ¢  S 2 %£=- 

Bsweis: Aus 

folgt dutch partielle Integration dee letzten Terms 

( s z )  

Welter gilt mit dem Gauss 'schen $atz 

Daraus und aus (81)  f o l g t  

z~ C3 
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Aus (79) und (80) erhalten wit mit - ] - ,o~j~ 

Dies drOcken wit dutch den Quadrupoltensor 

(82) 

(8~) 

aUS= 

Dieser Ausdruck genOgt, um den "Energiefluss" zu berechnen. In grossen 

Entfernungen vonder Quelle kann man eine Welle als lokal eben betrach- 

ten. FOr eine ebene Welle in der xl-Richtung, h~ (t-x l) , ist der 

Energiestrom in der xl-Richtung 

• ~ ~ ' ; ~ ' ~  

wie in der nachstehenden Uebungsaufgabe gezeigt wird. Nun i s t  h23 =~23 

h22- h33 = ~22 - ~33 " Deshalb tr~gt der zweite Term in (84) zur 

Ausstrahlung nicht bei und der erste Term gibt in der xl-Richtung 

~Q4 ~ 4 Lr ~" .2 7 ~6T' ~ ~ ~ J  ~ (86) 

Mit dem Einheitsvektor n = (1~0.0) in der xl-Richtung k~nnen wit .  

wegen Qkk = 0 ~ much schreiben 

, 
. . . .  ~ (87) 

Diese Formel gilt natOrlich auch for eine beliebige Richtung ~ . 

Die abgestrahlte Energie pro Raumwinkel und Zeiteinheit in Richtung 

ist gleich r2t°Sn s , d.h. 

Wit interessieren uns for die totale Energieabstrahlung. 

Mit den folgenden Mitteluerten 
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(89) 

ergibt sich for den Energieverlust 

(A. Einstein) 

(9o) 

Im Gegensatz zur Elektrodynamik tritt hier als tiefster Multipol die 

Quadrupolstrahlung auf. Dies beruht natOrlich auf dem Spin 2 Charakter 

des Gravitationsfeldes. Die Herleitung der Quadrupolformel (90) im Rah- 

men der linearisierten Theorie kSnnte freilich irrefOhrend sein. Bis 

jetzt gibt es keine befriedigende Herleitung der Strahlungsformel, 

welche auf einem konsequenten (fehlerkontrollierten) Approximations- 

schema beruht. MSglicherweise ist die Formel (90) aber besser als de- 

ren Herleitung. Darauf weisen auch die Beobachtungen des bin~ren Pul- 

sars 1913+16 hin (siehe unten). 

Uebun~saufgabe: Energie und Impuls einer ebenen Welle 

Betrachte in dar linearisierten Theoria eina (nicht notwendigerweise 

harmonische) Welle in der xl-Richtung: ~ (xl-t) . Zeige, dass sich 

innerhalb der Hilbert-Eichung eine Eichung linden l~est, sodass hSch- 

stens h23 und h22 = - h33 yon Null verechieden sind. Berechne den 

Energie-Impuls Komplex t ~ L-L der Welle in dieser speziellen 

Eichung. 

L°sun9 ~ . ~  / O  ~.1 4 
Aus der Hilbert-Bedingung ~'~/jy = 0 folgt 

Bis auf irrelevante Integrationskonstanten (wit interessieren uns nur 

for das Wechselfeld) gilt diese Gleichung auch for die Felder. Deshalb 

ist 
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Unabh~ngig sind noch ~, ~ ~bt ~z.) ~m~l ~' 

Bei Umeiohungen mit ~(xl-t) (-.~- ~= O) ist ~='~-~/~d und 

folglich gelten die Transformationsgesetze 

, 

Unter diesen bleiben ~23 und Y22- ~ 33 
te Wahl yon ~ kSnnen wir Yoo' Yo2' ~o3 
sichtlich zum Verschwinden bringen, 
In disbar Eichung berechnen wit nun die Energie-Impuls 3-Formen (I I .6.9),  
Wir fOhren die Rechnung in airier orthonormierten Basis durch. In der 

linearisierten Theorie hat sine solche die Form 

wobei 

{ ! 
, ~--~y~-%_~ ( ~ l )  

invariant. Dutch geeigne- 

und ~22 + Y33 offen- 

(g2) 

(93) 

ist. Die letzte Gleichung bestimmt nur den symmetrisohen Anteil yon 

@~B . Unter infinitesimalen lokalen Lorentztransformationen ~ndertsich 

sym- @aB um einen antisymmetrischen Zusatz. Wir k~nnen deshalb @mB 

metrisch wNhlen,  @~ = ½ ha~ . 

De 

man 
findet/f~r die Zusammenhengsformen in erster Ordnung in ~ 

(94) 

Speziell for unsers ebene Welle sind die @~B 

u = xl-t und damit gilt 

Deahalb iat 

nut Funktionen von 

(gs) 

Wit motieren (da nur @23 ' @22 = - @33 von Null verschieden sind) 
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Oaraus folgt ~/~,(@-~'=0 und deshalb versohwindet der erste Term i n  

den Landau-Lifschitz Formen (II.6,9): 

Mit 

d°h. 

%= 
L_L =- 

(95) erhalten wit damit 

(g?) 

Oaraus ergibt sich for m = 0 : 

,,~;°_~ , .  ,_ ~ y ~  ,~,^ +~^~ 

m 

A ~  

4 
/ ~ / '~ I :, 

4 I I I 2. 

Mit ~/~ ~ %  ~ kommt 

'° °' ~ Ec~: D,--~o&-~,'3-3 (gB) 

wobei h' = - h benutzt wurde. Diese AusdrOcke bleiben aber unter 
22 '33 

den Umeichungen (91) invariant I 
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Abstrahlunq eines bin~ren Sternsystems 

Als Beispiel berechnen wir den Strahlungsverlust eines Doppelsternsy- 

stems. Wit fOhren die Rechnung in den Einheiten G = c = 1 durch. 

Die beiden Massen seien ml, m 2 . Die grosse Halbachse a und die Ex- 

zentrizit~t e lassen sich durch die totale Energie E (E ~ O) und 

den Drehimpuls L wie folgt ausdrOcken: 

Deshalb ist 

a=-www~/= ~ (g~) 

3~ 

&L a~ ~,+--, (L "~ ~=~L 
~-~ = '~ ~ ~ ~ (~o~ 

Bezeichnet 

Figur) 

r den Abstand der beiden Massen, 

4+e~8 

so ist (siehe die 

(lo3) 

und 

Y 
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Deshalb gilt for die Komponenten des Tr~gheitstensors 

~- :=  ~ , - ~  - 5__,- 

m i m 2 
Der Drehimpuls ist L = r2@ und folglich ist wit (99), (lO0) 

ml+m 2 

~= ~c~(,*~ac~-e'~-3 "A 

Mit (103 folgt daraus 

(~o6) 

Nun berechnen wir die wiederholten Zeitableitungen yon Ik~ 

wir die AusdrOcke mit (103), (105) und (105) vereinfachen. 

Oie Ergebnisse sind 

, wobei 

~ "  ~ "=" ( I z .  (io7) 

~x~- -=~( ~ ~~> 
Qc~--~-~ (io8) 

~ _  ~,~.- ( ~ _ ~ _ ~ ~ ' ~  (io9) 

..... +(~ ~ ~  (no) 
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a.(,~- e"b 

o..C,i- e'~b 

~(,(_.e~) 

Die Formel (90) kann auch so geschrieben werden 

l a l  @i@ 

- " e  

(in) 

(n2) 

(if3) 

(114) 

(lzs) 

(n6) 

Mit den obigen AusdrOcken erhalten wir 

Dieseg Ausdruck mitteln wit Ober eine Periode. 

Gesetz ist die Umlaufzeit 

Nach dem 3. Keplerschen 

(117) 

Damit ist 
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-<~ "I-- oJ- ~+ r o 

- ~ a~(~_e~b ~* ~+ ~ 

(llS) 

Oaraus und aus (i01) folgt 

FOr die Aenderung der Umlaufszeit ergibt sich mit (117) 

 IT= 
wobei 

9G 

Ersetzen wit a in (120) dutch T , so ist auch 

(119) 

(12o) 

(121) 

(122) 

KOrzlich ist es gelungen, diese Formel an einem bemerkensuerten bin~- 

ten System zu verifizieren. Oieses besteht aus einem Pulsar (PSR 1913+ 

16) und einem kompakten Partner, welcher entueder sin weisser Zwerg, 

ein Neutronenstern oder ein schwarzes Loch ist. Nach fOnfj~hriger 8eo- 

bachtung let es gelungen, neben Kepierschen Parametern auch post-Kep- 

iersche Parameter (z.B. die Periheldrehung) zu bastimmen. Aue diesen 

kann man schliessen (siehe Kap. V), dase ml~__ m2__~. 1.4 M 8 sind. Be- 

nutzt man dies in (122), sowie 
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q - ~  =~_ 2.3e e o.o ~_')~ ~0 -~z 

Die Beobachtungen haben den Wert 

ergeben[29] , 

Bereehne die Energieabstrahlung (ll8) des Systems in erg/s. 

-K- -K- * 

(123) 

(124) 



K A P I T E L V 

DIE POST-NEWTONSCHE NAEHERUNG 

FOr die msisten astrophysikalischen Systems (ausgenommen Schwarze 

LScher) liefert die Newtonsche Theorie schon sine guts erste N~herung. 

Das ist sicher wahr for das Planetensystem, aber such for exotische 

Objekte wis z.B. den bin~ren Pulsar PSR 1913+16. In solchen F~llen ge- 

nOgt es, die vonder allgsmeinen Relativit~tstheorie vorausgesagten 

[ffekte in einer konsistenten post-Newtonschen N~herung zu studieren, 

d.h. auf einer N~herungsstufe, in welcher die Gravitationsstrahlung 

noch keine Rolls spielt. 

i. Die Feldgleichungen in der post-Newtonschen N~herung 

In dieser N~herung ist der kleine Parameter 

',, ~ ,,., L ~ / c " ~ ' ~  '/~ ~l.~) 
C. 

wobei ~ , ~ und -v typische Werte der Massen, Abstinde und Geschwin- 

digkeiten der betsiligten KSrper slnd. (Im zweiten Ausdruck benutzsn 

wir das Virialtheorem.) Aus den £rgebnissen yon ~IV.2 folgt, dass 

die Metrik folgends [ntwicklung in E hat: 

-i-g. + I " +  . . . .  

(1.2) 

,it (c = I ) 

C~3 u, 
dabei bedeutet q~.. den Term der Ordnung ~ in (Pu~ 

OF 

(1.3> 
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Die ~& enthalten nur ungerade Potenzen von ~ , da sis unter der 

Zeitumkehrtransformation t ~ - t das Vorzeichen wechseln m~ssen. 

An dieser Stelle sollte man die Gleichungen (2) und (3) als m~glichen 

Ansatz betrachten, der noch gerechtfertigt werden muss, indem zu zei- 

gen ist, dass er zu konsistenten LSsungen der Feldgleichungen fOhrt. 

Wir werden im folgenden sehen, dass eine kensistente post-Newtonsche 

N~herung die Bestimmung won ~ bis 0(~) , @~ bis O(~-~) und 

~2~ bis O(& m) verlangt. 

Aus ~ ~ ~:~ finden wir leicht 

+ ~ o o + .  . . . .  

mit 

~ o c~ 1~ oA 

Wenn man die Christoffslsymbole 

etc. 

(z.4) 

(z .5 )  

ausrechnet, sollte man beachten, dass 

Einsetzen der Entwicklungen yon ~ und ~J:~ fOhrt dann zu 

C-b) (t~ , F ° 

c.) 
dabei bedeutet [ ' - ) ~  den Term der Ordnung ~ / ~ "  in ["Y=,:~. 

(z.6) 

(z .~)  
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Oie expliziten Ausdr~cke, welche wit benStigen werden, lauten 

~]"  ~ C~7 C~ C~ 

0%= - i 

F°-' ~ o o  - -  - -  I ~ , ; 0  2. 

F ~ , : -  4 

Als n~chstes berechnen wir den Ricci-Tensor : 

Mit (1.6) usd (1o7) erbalten wir die Entwicklung 

(1.8) 

l%A C~) 

" ~ - -  ~,~ ~ ~- .... 

C~ 
mit folgenden AusdrOcken for die l~By 

~ ) in den Christoffelsymbolen: 

(Terme dBr Ordnung 

(1.9) 

&~/~" von 
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(~.~ c~, 

~o = I'-"oo,.;. 

---- -- @Aj • 

~ .  I - °  _ F ° _ = ot, o ~- l'-a,%,~ ,,o,~. t-ao~ ¢ 

~*i = ~ ~,~- F°~o,3 - ~- z~ 

(~.~o) 

Indem wir die AusdrOcke (1.8) for die Christoffelsymbole einsetzen, er- 

halten wir 

~% ~ ~% ~% (~.~1) 

c,'~, ~'~ ~ ¢~,'~ 
- (~.12) 

(i.13) 

~,,-- ~ , ~ 
o ] (1.14) 

Wit haben noch dis Freiheit, vier "Eichbedingungen" zu verlangen. Die 

und f o r d e r n  
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(Z . le)  

wobei 

Durch Einsetzen von (1.2) in die Eichbedingungen erhalten wir 

~.'~ C~ 

(1.~7) 

~_~i.~,~ ~- %,s-~ , 

Die zweite Gleichung ist mit (1.3) automatisch erfOllt. (Wir kamen zur 

Gleichung (1.3), indem wir bereits die [ichbedingung (1.18)verlangten.) 

Leiten wir nun (1.18) nach ~ ab, 

-~ ~0o~ ~- ~4~.-  ~ ~,,~_ o 

vertauschen i mit k und addieren die beiden Gleichungen, so ergibt 

sich 

Damit vereinfacht sich ~I¢ in Gleichung (1.14) zu 

(i.19) 

(1.2o) 

Als n~chste8 benOtzen wir (I.17) um ~o zu vereinfachen. Aus Glei- 

chung (1.17) folgt 

und somit 

%°= ~ ~  ~ ~ ~ ~ ~ ~,~ 

-- ~ ~,~ ~s~ - ~b,% ~') (1.21) 
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Hier setzen wir (1.3) ein, und erhalten schliesslich 

(1.22) 

Falls wir die Eichbedingung (1.17) ebenfalls in (1.13) ben~tzen, dann 

erhalten wir 

(1.2+) 

Oder, mit (1.3) 

I '~':> ¢~) " ~,D;, 
(1.24) 

Der Energie-Impuls Tensor hat die Entwicklung 

T oo oo 4- . . . .  4-  - r  ~e 

T~,O = .-~+o +. "-~3,~ 4.--- - - 

"T+& . :  

wobei ~ den Term der Ordnung ~-~ / 

FUr die Feldgleichungen ben~tigen wir 

~+= -r~- £ +~+~+ 

(1.2s) 

in ~ bedeutet. 

(1.26) 

BenOtzen wit (1.2), so erhalten wir mit (1.25) folgende Entwicklungen 

"~eo = S+o  4,- ~ + o  " " ' - "  
(.4",,, tab 

5 t o - -  S ,~- t . . ,  ~+o- 'x-----  

s,,r.,i. - 4-. s ~  + - - -  
(1.27) 
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mit 

003 4 ~ o  

~ o  " [ - r ° ° ÷  

~P~ A , (:b%; O 0  

I 

(~.28) 

Die Feldgleichungen 

c~ 
lauten mit unseren AusdrGcken for ~ 

~3 cg~ 

und ~ (beach te :  ~ /~ '~  ~..) : 

(1.29) 

(1.30) 

(l.31) 

(1.32) 

Dis beiden Gleichungen zweiter Ordnung (1.2g) und (1°32) uerden natOr- 

lich yon (1.3) mit 
c~ 

I x-xjl (z.33) 

erfOllt. Nach (1.22) und (1.24) lauten die Feldgleichungen in dritter 

und vierter Ordnung 
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Nun benutzen wit ~ : ~ ~  und 

u~ (i.3s) folgendermassen umzuschreiben 

Wit definieren das Potential dutch 

erfBllt also die Gleichung 

Da ~6@ in Unendlichen verschwinden muss, ist die LOsung 

Welter definieren wir die Potentiale ~ und ~ durch 

a~' "~!~oc×' ~- ) 

(z.34) 

(z.35) 

(z.36) 

(z.3~) 

(i.3a) 

(1.39) 

(i.~o) 

I (o~ 
(1.41) 
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Diese erfOllen dann 

(1.~) 

(z.a~) 

Von (1.34) erhalten wit 

Die Eichbedingung (1 .17)  l a u t e t  (m i t  ( 1 . 3 ) ,  (1 .42)  und ( 1 .43 ) )  

~ (1.~s) 

Sp~ter werden wir sehen, dass diese Bedingung auch aus den Erhaltungs- 

bedingungen folgt, welchen'~'~ m# genOgt. 

Nun drOcken wit auch noch die Christoffelsymbole (1.8) dutch __~J~ 

und ~ aus : 

t--~,o = q ~ ,  

%4: z %x'-"~- c~x~ 
(tO 

zeigen nun, dass aus " ~  = 0 die Eichbedingung (1.45) folgt. Wit 

Ausgeschrieben lautet dieser "Erhaltungssatz" 

(1.47) 
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Da alle F's mindestens vonder Ordnung 

niedrigster Ordnung 

~/'~ sind, bekommen wir in 

(1.48) 

also folgern wit nit (1.42) 

Da ~P und ~ im Unendlichen verschwinden, schliessen wit, dass 

(l.4S) 0ilt. 

In der n~chsten Approximation erhalten wir von (1.47) und (1.46) 

~ ~ ~ (1.49) 

Es g i b t  aber  ke i ne  w e i t s r e n  E r h a l t u n g s s ~ t z e ,  d ie  nur  Terme von " ~  

b e i n h a l t e n - ,  welohe zur  Berechnung der F e l d e r  i n  p o s t - N e w t o n s c h e r  N~he- 

rung g e b r a u c h t  werden.  W e i t e r h i n  e n t h a l t e n  d i e  E r h a l t u n g s s ~ t z e  ( 1 . 4 8 )  

und (1.49) den metrischen Tensor ~ nut nber das Nawtonsche Potential. 

FOr sin Teilchen in einsm ~usssren post-Newtonschen Feld (~i)~j~) 

folgt die Bewegungsgleiehung aus 

Oa a.s folot L := 

Die zur Lagrangefunktion L gshBrenden Eulergleichungen ergeben die 

Bewegungsgleichungen sines Probak~rpsrs. In 3-dimensionaler Schreib- 

weise habsn diese folgende Gestalt: 
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d% %1%~:'- 

- ~ . . . .  

(1.sl) 

2. Asymptotische Felder 

Weir weg von einer isolierten Energie- und Impulsverteilung kOnnen wir 

den "Coulomb-Nenner" wie Bblich entwickeln 

4 _ ~ +- x . ~ 7 ~ . - ~ + . . .  

mit t : | ~  . Wit erhalten dann 

wobei 

11" -¢~" 

M = T " ° ~  

(2.2) 

(2.3) 

(2.4) 

~')~ " ~ 0  

(2.5) 

(2.6) 

(2,7) 
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% = "-~ CTe°"l- ' 'T";~J (J~'~" (2.9) 

Von Gleichung (14.8), welche die Massenerhaltung ausdrOckt, bekommen 

wir 

d ~  0 (2.10) , , ,  , 

ak 
(4) 

~t'~ -'F' (2.1l) 
d t - -  - 

Wir wollen uns nun auf den Fall eines zeitunabhgngigen Energie-lmpuls- 

tensors spezialisieren. Dann reduziert sich (1.48) auf 

~ ~o= O 
~ x  ~. 

S ~ , C'."). 
-- Z X~ ~ ~ " r '~°  

Mittels partieller Integration erhalten wir aus dieser Gleichung 

O= ~-~ "F"% ° ~'~ = - "~'i" 

£4) £4') 
= -  3",~ - "-J'~i 

c4'~ C'(~ 
und " ~  ist antisymmetrisch. Somit kSnnen wir 

cA 

also verschwindet 

setzen 

(2.12) 

wobei 

C4~ C~') I ' ~'~ ' 

(2.13) 

den Drehimpulsvektor bezeichnet. Aus diesen Ergebnissen und (2.2) schlies- 

sen uir 

I~ = ~ L~^ ~ ~4/~ 
- ' ~ ' =  - - ( 2 . 1 4 )  
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Um die Metrik in eine bequemere Form zu bringen, fOhren wir eine Eich- 

transformation aus 

4- 4~ 
~alt--neu ~ -  ) --alt neu 

(2.zs) 

Dies fOhrt zu 

(2.~) 

In der neuen Eichung erhalten wit aus (1,44) und (1.57) 

~o;=-S; (2.17) 

und dami t ,  b i s  zur v i e r t e n  Ordnung 

~,o_&~2.~ ~ + z 9 ~ .  +zd~+-- 

~ { . -  (2.z9) 

FOr das p h y s i k a l i s c h  i n t e r e s s a n t e  F e ld  4 + ~ +~---~ bekommen w i t  

Asymptotisch folgt daraus 

(2 .20)  

wobsi *) 

*) 
Der Term~ ~ tr~gt nichts zu M bei, weil e r  gleich A__~, 

( ~ / ~ )  ist (vgl. 1,45), und somit nach Integration verschwindet. 
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- r o °+ 'T  "°" ÷ ~  ;-~ ~) a~ (2.21) 

(2,22) 

Wir kSnnen (2.20) in folgende Form bringen 

h~ -~ t ~-~/~ I (2.23) 

Dies zeigt uns, dass wit das Koordinatensystem stets so w~hlen kSnnen, 

dass D = 0 gilt. Dann hat die Metrik die Form (benutze (2.19), (2.23), 

(2.17) und (2.14)) 

O(& 
($ 

(2.24) 

Dies stimmt mit (IV.4.6g) 5berein. (Vgl. auch die Oiskussion dieser Er- 

gebnisse in ~IV.4). 
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3. Die post-Newtonschen Potentiale for sin System von Punktteilchen 

Aus den Erfahrungen in der Elektrodynamik ist zu erwarten, dass Punkt- 

teilchen mit den Einsteinsohen Feldgleichungen nioht vertr~glioh sind. 

Auf dem Niveau der (ersten) post-Newtonsohen N~herung ergeben sich aber 

keine ernsthaften Schwierigkeiten. Dis auftretenden Divergenzen k~nnen 

dutch sine naheliegende "Massenrenormierung" absorbiert werden. (Man 

vergleiohe das folgende mit der Herleitung der Lagrange-Funktion for 

die Wechselwirkung eines Systems geladener Teilchen bis zur Ordnung 

ilc2.) 

In der speziellen Relativit~tstheorie lautet der Energie-Impulstensor 

sines Systems von Punktteilchen 

I 
Da q ~ sin invariantee Mass ist, ist ~ ~(~--~ )eine in- 

variante Distribution. Daraus schliessen wir, dass der Energie-Impuls- 

tensor for sin System yon Punktteilchen in der ART die folgende Form 

hat: 

(3.1) 

Man finder leicht die Entwicklung 

mit 

(3.2) 

Indem man dies in (3.1) benutzt und sioh erinnert, dass ~ / ~ - C ]  

wobei L duroh (1.50) gegeben ist, erh~lt man 
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~°°= ~ ~-~-~3 

(3.4) 

Man sieht leicht ein, dass die Erhaltungss~tze (1.48) und (1.49) er- 

f~llt sind, falls jedes Teilchen dem Newtonschen Bewegungsgesetz ge- 

horcht 

NatUrlich gilt 

IX--~I (3.5) 

Aus (1.38) und (3.4) erhalten wir 

Auf der rechten Seite ersetzten wir die nicht definierten Newtonschen 

Potentials an den Positionen x durch 

~ =- ~ ~- ~-~ (3.7) 

was als Massenrenormierung interpretiert werden kann. 

Damit wi~d 

(3.8) 

Aus (1.40) und (3.4) erhalten wir 

(3.9) 
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und (1.41) gibt 

q-- ~_ ~ ~_~-~ 
oc 

Gebrauchen wir (3.g) und (3.10), so linden wir mit (1.44) 

wobei 

( 3 . z o )  

(3.11) 

Zusammenfassunq : 

FOr sp~teren Gebrauch fassen wir die wichtigen Formeln zusammen. 

Oer kleine Parameter in der PN-Approximation ist 

,,, v.,--/~. ~, ( 6 , ~ / . c ~  5 ~/'- 

Metrik: 

! 

I 

(3.12) 

In der ersten PN-Approximation warden nur die Terme bis zur gestrichel- 

ten Linie berOcksichtigt. Ihre Warte sind 

~,i - ~ ' ~  ~ ,~ ~°~ = -  ~ ' - ~  " 
• "o L-qr ~ ,;, 

(3.13) 
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wobei 

4~=_~____ 

= - ~  ~_u~ ~_-~l 

: - ~  ~ _ ~  ~_ ~ % .  

(3.z4) 

(3.zs) 

(3.z6) 

(3.z7) 

mit 

Daraus f o l g t  Glmichung (3 .11 ) ,  d .h .  

1 

(3.18) 

(3.z9) 
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4. Oie Einstein-Infeld-Hoffman Gleichungen 

Die Lagrangefunktion L~ des Teilchens a im Feld der andern Teilchen 

ist gem~ss (1.5), (3.14), (3.17) und (3.1g) 

L~= ~-~ ~ -4 ~ --i-- ~, ~--- 

_ L & ~ . ~ -  m : ~  _ ~ ; , . . ~  .> -  ~ , ~ _ +  
• -- ~,~.~. +~÷~.  J : ~  ~ , ~  " ~ , ' ~ .  

?._ 

(4. i)  

wobei 

.,t-~ = t  _~,~-_~t 

Die voile Lagrangefunktion L des N-Teilchen-Systems muss ein symmetri- 

scher Ausdruck in (~i-~)~_~4~ ..... ~ ) , mit der Eigenschaft 

.,,.ooL.-/i'l'(~. ~ L-el. sein. Die letzte 8edingung bedeutet, dass 

sich im Grenzfall ~--~0 das Teilchen a im Feld der anderen Teil- 

chen auf einer Geod~te bewegt. 

Man finder leicht, dass L eindeutig durch den folgendem Ausdruck ge- 

geben ist 

_ ¢ . _ _ ~ Z ~ - "  ~" ~ ~  
~.. ~ ~ ¢..~0. "~"al.6 "~'~¢.- ( 4 . 2 )  
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Die zugeh6rigen Eulergleichungen sind die Einstein-Infeld-Hoffman (EIH) 

Gleichungen. Sie lauten folgendermassen 

~ ~ . _ ~  ~ ~ -  - 

(4.s) 

Oas 2-K~rperproblem in der post-Newtonschen N~herunq 

FUr zwei Teilchen reduziert sich Gleichung (4.2) auf (~=~.1~-----~_~_): 

L= ~_~ ~ --~+ 
~i. 7_. 

_ r, ~ u ,~ , . c~ -~ ,C )  
z.  %.~.. 

(4.4) 

Aus den zugeh~rigen EIH-Gleichungen folgt, dass der Massenschwerpunkt 

_ = - '~. ( 4 . s )  

mit 

--_ ~ -  ! % ~ _  L 
(4.6) 
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keine Beschleunigung erf~hrt, d.h. 

W~hlen wit ~ 0  , so ist 

(~.~) 

- ~ iO~. ~ 

x = [_~ ~ ~_~ (~.8) 

mit 

_x_ x~.-~_ ,~ ~=%_~_,.~ 

~I~ I II~2_ 
(4.9) 

FUr die Relativbewegung erhalten wir aus 

durch~ 

L= Le~ L~ 

(4.4) mit (4.8) nach Division 

L o  ~ --- #+ ,,- 

(4.1o) 

Dis entsprechenden Eulergleichungen lauten 

b-. ~ C4~- ~-~'J ~-(~ ÷ .~_'J ¢ 

• ~ 't~-. £ "~- ? 

~- .~,~ ~ c~_.~b(4- 2#, j 
,F ~ - 

(4.u) 
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Im Newtonschen Grenzfall w~hlen wir diejenige L~sung, welche einer 

Keplerbahn in der Ebene z = 0 mit dem Periastron auf der x-Achse ent- 

spricht. In Oblichen Notationen gilt for G = ~ : 

1 - =  

(~.14) 

Die post-Newtonsche LUsung bekommt man auf folgende Art: 

Wir schreiben 

(4.1s) 

~--___ 
- a%" = 'i" - (4.16) 

Indem wir Gleichung (4.15) in die Identit~t 

einsetzen und for ~_ (4.11) verwenden, erhalten wir 

t,= i ~ . -  

also 

(4.17) 

Falls man (4.16) in (4.11) einsetzt, finder man mittels einer einfachen 

Integration 
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(4.18) 

Setzt man nun (4.17) und (4.18) in die Identit~t 

ein und integriert bezOglich ~ , so erh~lt man fur die Bahn wieder die 

Formal (4.12) mit 

Der unterstrichene Term f~hrt zur Periheldrehung 

I= (4.2o) 

Dies ist derselbe Ausdruck wie bei der Schwarzschild L~sung, aber m 

bedeute~ nun die Summe der beiden Massen. 

Die Resultate dieses Abschnitts sind wichtig fSr die Analyse des bin~ren 

Pulsars PSR 1913+16. 

Das Resultat (4.20) kann mittels der Hamilton-Jacobi Theorie schneller 

erhalten werden. Oie zu (4.4) geh~rende Hamiltonfunktion lautet: 
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[+= No÷ N,~ (4.~1) 

wo H o die Hamiltonfunktion des ungest~rten Problems ist 

(4.22) 

und 

"N~=-L~ (4.23) 

Im letzten Ausdruck muss L 1 durch die Positionen und Impulse ausge- 

dr~ckt werden. (Es genUgt ~= ~_~ zu setzen.) 

Gleichung (4.23) folgt aus einem allgemeinen Resultat der St~rungs- 

theorie *). 

Einsetzen yon (4.4) fBhrt zu 

- ~ _ ~ .  ~ r~ + - ~ - ,  - 

z .  ,,t.?-- 
(4.24) 

*) Sei L(q,~,~ ) eine Lagrangefunktion, welche von einem Parameter~ 

abh~ngt. Oie kanonischen Impulse sind p = e~U/~ und es sei ange- 

nommen, dass diese Gleichungen for jedes ~ eindeutig nach ~ aufge- 

l~st werden k~nnen: q = @(q,p,~ ). Nun ist H(q,p,~) = p@(q,p,~) - 

- L(q,@(~,p,~),~) und somit 

~1-1  = ~ ,  _ _ _ _ _  - - -  
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FSr die Relativbewegung gilt ~I = - 22 ~ 2 und 

(4 ,25 )  

Wir benOtzen Polarwinkel und betrachten die Bewegung in der Ebene 

~ ~ ~ob~ ?e=L=(~17 ~=~r/Z . Mit der Ersetzung ~ .)'~;+~/~ ) 

lautet die Gleichung ~N~% = 

7..- 

- ~L.'~.~ *" ~ )  ~ I~A+I~.,, 

2 . t  z- (4.26) 

Die L6sung dieser G1eichung for 

U 
@ . _  

Pr hat die Form 

(4 .2? )  

*) In den St~rungstermen k6nnen wir p2 durch 

e r s e t z e n .  
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Nun w~hlen wir eine neue radiale Variable r' derart, dase 

also, bis auf h~here Ordnungen, 

"z -  

Der Term proportional zu ~/~ I~ im Ausdruck for ~ 

( 4 . 2 8 )  

ist gleich 

_L~+~q~/~,+~b ~-C , wobei nur Terme niedrigster 

Ordnung in 8 berOcksichtigt zu werden brauchen. 

Eine einfache Rechnung zeigt, dass (mit neuen Konstanten A,B) 

Die Hamilton-Jaoobi Funktion S lautet somit 

wobei 

~ . =  ~ (L ~- ~-~ ~ ,~  

Die Bahngleichung folgt aus = konst, oder 
%L 

~ + ¢ ~  = konst. 
~U 

( 4 . 2 9 )  

(4.3o) 

Zwischen dam ersten und dem zweiten Periheldurchgang haben wir die 

Aenderung 

q L  (4.31) 

Ohne die Korrekturterme zu L 2 in (4.30) w~re die Bahn eine Kepler- 

Ellipse und 

~3 

~L. (4.a2) 
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Da 

= + -  ~ ~ ,~,, %. ~ ,~% Z ~ .  I- 

= ~ 2  ~_ ~ .a~,~  ~ ~ 
L %L 

L_ 

folgt aus (4.31), (4.32) und (4.33): 

C'm~ m, t%.. ~) ~a [ ~- ~ ~- 

CoL ~ L 

(4.33) 

also ist die Perihelanomalie 

~ =  ~ % , ~ T  = 
(4.34) 

was mit (4.20) Ebereinstimmt. 

FOr den bin~ren Pulsar ist die gemessene Periastron~nderung ~29~ 

a ~ =  4 . ~  +o .~o~-  ~ , ~ / ' ~  (4.3s) 

Indem man die bekannten Bahnelemente einsetzt, erh~lt man als allge- 

meinrelativistische Voraussage 

: (#.3s) 

Falls 4beobachtet = &t~¢~l" dann w~re 
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5. Pr~zession eines Kreisels in der PN-N~herung 

Die Transportgleichung fur den Kreiselspin ist (vgl. (I.lO.8)): 

,, ( % , u , b = o  ~ a:='v~u~ (~. l )  

Wir interessieren uns fSr die Aenderung der Komponenten von S relativ 

zu einem mitbewegtem System. Zuerst bestimmen wir den Zusammenhang zwi- 

schen diesen Komponenten (~) und Koordinatenkomponenten ~ (in den 

der Eichung (1.17), (1.18)). Wir rechnen bis zur dritten Ordnung. 

In einer gen~genden Genauigkeit lautet die Metrik (vgl. (3.13)): 

wobei 

~ =-~- ~-~_ 
(s.3) 

Hier ist es nOtzlich, eine orthonormale Basis von 1-Formen einzufOhren: 

0 o =~+~54~ + ~ ~ 

A 
Den mitbewegten Rahmen ~ erh~lt man mittels eines boosts. Wir benO- 

tigen die 3-er Geschwindigkeit % des Kreisels bezOglich ~ . 

Falls ~ die zugehSrige 4-er Geschwindigkeit bedeutet, bekommen wit 

wit (5.4) 

~ C~-~ ~-~ 
< ~ " , - - ~ - -  - -  ~ o  

i 

somit ~-.= ~ - - ~  (5.5) 

wobei ~ die Koordinatengeschwindigkeit bedeutet. 

In genOgender N~herung ist der Zusammenhang zwischen 

und 
m 

aber 

• " ' , , , , , :C~ ~ 
, , . .  , .  

% 
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Also ist in der geforderten Genauigkeit 

(s.~) 

Die kovarianten Komponenten ~. erh~lt man dutch Multiplikation mit 
I, 

- (1-2~p) : 

(beachte, dass ~#~ = -~ ). Als n~chstes leiten wir die Bewegungs- 

gleichungen fur die ~ ab und ~bersetzen diese mittels (5.7) in eine 

Gleichung fur ~ . 
m 

In Komponenten ausgeschrisben lautet (5.1) 

%° = -  ~ % 

(5 .8)  

und benOtzen 

(5.9) 

was aus (S,u) = 0 folgt. Oamit wird 

~ = r~o%- r~o~R, r~~- r'~ h % 

Bis zur dritten Ordnung erhalten wir (mit ao=-Viai) : 

(s .n)  

Die Christoffelsymbole sind dutch (1.46) gegeben. FOr 

linden wit 
= (S1,S2,S3) 

_ £_ (~.i74~b 4-~ (~ .v4~b  ,-_~C_~_. &_ b 
(5,12) 
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Bis zur geforderten Ordnung kBnnen wir (5.7) invertieren 

Wir wissen (vgl. (I.10.22)), dass ~ konst ist. Die Aenderung von 

let bis zur dritten Ordnung durch 

- - -  - ~  - -  ~- ~ - ~ . . . . I t ~ "  - 

a -~A:, 
- -  ~-÷~_c~.~')÷"-v~,~')'-' - - - ( ~ . l ~ )  

gegeben. 

Nun substituieren wir (5.12) und linden bis zur geforderten Ordnung 

,~'_-_ ~_A "1'_ ( ~ . l ~ )  

mit der Pr~zessionswinkelgeschwindigkeit 

_ _  = ~ - _ ~ -  - -  - ~ -  - (s.16) 

Oer erste Term ist die Thomaspr~zession, welche bei einer geod~tischen 

Bewegung verschwindet. Oer dritte Term ist die geod~tische Pr~zession, 

w~hrend der zweite Term die Lense-Thirring Pr~zession darstellt (vglo 

(I.i0.33) und den Schluss von ~IV°4)° 

Ein Kreisel auf einer 8ahn um die Erde 

Ale erste Anwendung von Gleichung (5°16) betrachten wir einen Kreisel 

auf einer Kreisbahn um die Erdeo 

Zuerst benBtigen wit das Potential~ ° Ein sph~risch symmetrisches Sy- 

stem, welches mit der Winkelgeschwindigkeit ~ (r) rotiert, hat die 

Impulsdichte 

(s.lT) 

Gebrauchen wir dies in (1.40), so erhalten wir 

(s.is) 



Die Winkelintegration gibt 

~ 4W~._.~ for r'< r 
(5.1~) 

Somit lautet das ~ussere Feld 

I - ~ , ~  - (s.2o) 

Anderseits ist der Drehimpuls 

I 

I c.~ .o a+' = ~ r  ( o C ¢ ' ) - r  [ t ' ) . l  -'~" 
c3 

(5.21) 

Der Vergleich mit (5.20) zeigt, dass 

-- ~ (5°22) 
Dies stimmt mit (2.14) Oberein, abet hier gilt die Formel Oberall aus- 

eerhalb der Kugel. 

Setzen wir (5.22) und ~ = G M in (5.16) ein, so kommt 
r 

- -  - -  ~ Z ~  ( 5 . 2 3 )  

Der letzte yon 3 unabh~ngige Term besehreibt die geod~tische Pr~zes- 

sion. 

Es sei n die Normale der Bahnebene. Dann gilt 

~_=- x^~_ (5.24)  

und die Pr~zeseionerate, gemittelt Ober einen Umlauf, ist 

(5.25) 
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F~r die Erde und for r ~__ R~ srhalten wir 

Lense-Thirrinq ~ ~-~ ~ --~ = ~ x LO (5.26) 
geod~tische Pr. -- ~CUe~i3~,,,,"~ , ~  

Wir sehen also, dass der haup~s~chliche Effekt sine Pr~zession um den 

Bahndrehimpuls mit der gemittelten Winkelgeschwindigkeit 

ist. Dies k~nnte in den kommenden Jahren messbar werden, 

Pr~zession des bin~ren Pulsars 

Als interessante Anwendung yon (5.16) bestimmen wir nun -~_ for den 

bin~ren Pulsar. Des Feld des Begleiters (Index 2) ist (vgl.(3.14),(3.15)) 

~ C ~  ~w~ "~c_~, ~-'~ = - . ~ 3  %. -~,-- 
t x-_~l I_~- x_~l (s.28) 

Mit (5.16) linden wit 

- ~ ~ 

wobei ~=~4- EZ~ #==l~l. 

Oa 

_~,= ~ ~_ ~ _ _  ~ x 

erhalten wir 

I 

wobei der Drehimpuls ist: 

(s.29) 
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Nun mitteln wir _C') Ober eine Periode 

Benatzen wir 

L -j~," & .2 ~" = ~-~ 

so bekommen wir 

geod~tische Pr~zession 

(S.30) 

Lense-Thirring 

also 

"F 

Wir vergleichen dies mit der Perihelbewegung 

und erhalten 

f 
Far ml~_ m 2 ½ (ml+m2) ist 

(s.31) 

(s.32) 

(s.33) 

Dies ist m~glicherweisa messbar. 



T E I L 3: 

R E LA T I V I S T I S CH E A S T RO P H Y S I K 

Der Terminus "Relativistische Astrophysik" wurde 1953 gepr~gt, kurz 

nachdem die Quasare entdeckt wurdeno Die ungew~hnlichen Eigenschaften 

dieser Objekte gaben sofort Anlass zu for damalige Begriffe recht exo- 

tischen Hypothesen. Aber auch relativ konventionelle Erkl~rungsversuche 

machten deutlich, dass fSr des Verst~ndnis der Quasare die ART m~gli- 

cherweise eine wesentliche Rolle spielen wird. 

Inzwischen ist die Relativistische Astrophysik zu einem umfangreichen 

Gebiet angewachsen, welches sich ausserordentlich schnell entwickelto 

Nach der Entdeckung der Quasare folgten in kurzen Abst~nden weitere 

bedeutsame astronomische Entdeckungen. In diesem letzten Tell befassen 

wir uns mit einigen theoretischen Aspekten der Astrophysik kompakter 

Objekte. 



K A P I T E L VI 

NEUTRONENSTERNE 

Einleitun9 

GenOgend massereiche Sterne (lO MB~ M ~ 60 MS) entwickeln im Laufe 

ihrer Evolution eine "Zwiebelschalen"-Struktur. Diese besteht aus einem 

Fe-Ni Kern, welcher von konzentrischen Schalen aus 28Si, 160, 2ONe, 12C, 

4He und H umgeben ist. In den inneren Zonen gibt es auch Beimischun- 

gen von 2aMg, 32S und anderen Elementen. (FUr eine neuere evolutive 

Rechnung verweise ich auf [30].) 

Der "Eisen"-Kern erreicht schliesslich eine Masse von etwa 1.6 M 8 mit 

einer Elektronenh~ufigkeit Ye (Zahl der Elektronen/Nukleon) von 

0.43 - 0.44. (Die Zeitskalen sind genOgend lang, dass die Elemente in 

der N~he von Eisen durch Elektroneneinfang merklich neutronisiert wer- 

den.) Mit weiter ansteigender Temperatur werden schliesslich die Ele- 

mente der Eisengruppe durch Photodesintegration in m-Teilchen aufge- 

brochen. (Man beachte, dass im thermodynamischen Gleichgewicht die 

freie Energie minimal ist; mit steigender Temperatur wird deshalb der 

Entropieanteil in F = U - TS wesentlich.) Diese Dissoziation von Eisen 

in Helium kostet viel innere Energie und reduziert den adiabatischen 

Index unterhalb den kritischen Weft 4/3 und der Sterncore wird instabil. 

In den sp~ten Evolutionsphasen eines massereichen Sternes werden auch 

die Neutrinoverluste ganz gewaltig. Die Neutrino-Luminosit~t erreicht 

schliesslich - bevor das Sterninnere zu kollabieren beginnt - Werte 

von etwa (7-8) x lO 48 erg/see~ 2xlO 15 L@ . Dies ist weit mehr als 

die optische Leuchtkraft einer ganzen Galaxieo 

Zu Beginn des Kollapses der inneren Region haben die zentralen Tempe- 

raturen und Dichten typisch folgende Werte (vgl. [30]): 

~ 8.3 x lO 9 K for M = 15 M@ 

Tc = 8.3 x lO 9 K for M = 25 M@ 

6.0 x lO 9 g/cm 3 for M = 15 M@ 

~c 3.5 x for M = 25 M@ l0 g g/cm 3 
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Nachdem der Sterncore instabil geworden ist, kollabiert er auf Kern- 

dichten und bildet einen heissen (T ~lO MeV) Neutronenstern (oder ein 

schwarzes Loch). Die freiwerdende gravitative Energie betr~gt etwa 

O.1 Mcore. o2~lO 53 erg. Diese wird sehr schnell haupts~chlich durch 

Neutrinos abgestrahlto (Bei sehr asymmetrischem Kollaps spielt m~gli- 

cherweise auch die Gravitationsstrahlung anf~nglich eine Rolle.) Sp~- 

testens nach einigen Minuten ist deshalb die Materie im Innern des 

Neutronensterns praktisch in ihrem Grundzustand. (Auf Grund der hohen 

Dichten f~llt die Temperatur wesentlich unter die Entartungstemperatu- 

render Elektronen, Protonen und Neutronen.) Die HOlle explodiert wahr- 

scheinlich (mindestens in gewissen F~!len) als Supernova. Oar~ber wis- 

sen wir aber, trotz ausgedehnter Computerstudien, wenig Zuverl~ssiges. 

Da bei den komplizierten hydrodynamischen Vorg~ngen vermutlich Rotation 

und Magnetfelder eine wichtige Rolle spielen, sind die bisherigen sph~- 

risch symmetrischen Modellrechnungen wenig aussagekr~ftig. 

Die Beobachtungen des berOhmten Krebs-Nebels mit dem Pulsar im Zentrum 

zeigen uns abet, dass bei der Explosion eines Sternes wenigstens in 

gewissen F~llen ein Neutronenstern gebildet wird° (Ein weiteres Bei- 

spiel dafOr ist der Vela-Pulsar.) 
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~l. Absch~tzungen und Gr~ssenordnungen 

Die allgemeine Richtung der Sternevolution kann auf einfache Weise ver- 

standen werden. A s Ausgangspunkt benutzen wir den Virialsatz *) 

E ~  I ~ e a V  - _ o (1) 

(E G : Gravitationsenergie). Der Druck der Elektronen ist 

(n e : Zahl der Elektronen pro Volumeneinheit). Dies ist eine einfache 

Interpolation zwischen Maxwell-Boltzmann und entartetem Verhalten. 

Nun ist 

=°) (,) 

we ~(T=O) die Nullpunktsenergiedichte der Elektronen ist und 

~/~  ~ ~ ~ ~ / ~  (6) 

Die untere Schranke in dieser Ungleichung entsprioht dem extrem rela- 

tivistischen Fall und die obere dem nichtrelativisten Limes. Ferner ist 

*) Die Gleichung fur das hydrostatische Gleichgewicht lautet 

we M(r) die Masse innerhalb einer konzentrischen Kugel mit dam Ra- 
dius r ist. Offensichtlich gilt 

(3) 

Indem wir Gl.(2) mit 4~r3 multiplizieren und ~ber den Stern integrie- 
ran, erhalten wir 3 

und nach einer partiellen Integration G1)(1). 
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(7)  

mit 

(Ne: t o t a l e  Anzah l  der E lek t ronen~  R: Radius des S t e r n s ) .  

In  (8)  haben w i r  d ie  U n s c h ~ r f e r e l a t i o n  f u r  den m i t t l e r e n  Impu ls  Pe 

der  E l e k t r o n e n  und das P a u l i - P r i n z i p  b e n u t z t .  (Be i  T=O g i b t  es pro de 

8 r o g l i e  Kubus (~ /~ )3  e in  E l e k t r o n . )  B e z e i c h n e t  N d ie  Gesamtzaht a l -  

ler Sorten von Teilchen, N = Ne/A (# : mittleres Molekulargewicht), 

so erhalten wir aus dem Virialsatz 

R - -  

N 
e 

Aber M = ~e mN (m N- Nukleonmasse). Mit den Definitionen 

(9) 

(zo) 

und (8) erhalten wir aus (9) 

(Wir  haben dabe i  3 ~ - 1 )  du tch  1 e r s e t z t ;  s i ehe  G1. ( 6 ) . )  

Aus d i e s e r  Formel k~nnen w i t  d ie  f o l g e n d e n  i n t e r e s s a n t e n  SchlOsse 

z i e h e n :  

( i )  M i t  wachsendem x , d . h .  wachsender  D ich te~  e r r e i c h t  kT g i n  M a x i -  

mum so lange  Ne~Neo i s t  und nimmt dann w i e d e r  monoton ab. Der Wert 

T = 0 w i r d  f o r  

erreicht, wenn Ne/Neo genOgend klein let, sodass x ~ 1 

G1. (8) ist dann der Sternradius 

Hier tritt als charakteristische L~nge 

wird. Nach 

(12) 

(13) 
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auf, welche vergleichbar zum Radius der Erde, R~.~_ 6.4 x 10 8 cm, ist. 

Aus (12) ergibt sich die folgende Masse-Radius Beziehung, solange die 

Elektronen nichtrelativistisch sind 

- "~ ~" ~ (~.4) 

Numeriech ist 

Im andern Extremfall, x~> 1 , reduziert sich GI. (ii) auf 

F~r T ~-_ 0 bedeutet dies 

oder 

(is) 

Dies ist die berOhmte Chandrasekhar Grenze. Eine genaue Rechnung gibt 

(17) 

Die Existenz dieser Grenzmasse ist sine wichtige Konsequenz von spe- 

zieller Relativit~tstheorie und Quantenmechanik. 

(ii) FOr M> MCh w~chst die Temperatur unbegrenzt. Wit erwarten des- 

halb, dass der Stern in eine Instabilit~t laufen wird. 

(iii) Die maximale Temperatur for M ~ MCh ist for x~ 1 ungef~hr 

gegeben durch 

Dies zeigt, dass die maximale Temperatur van der Gr~ssenordnung m c 2 
e 

ist. 

Man beachte auch, dass im nichtrelativistischen Fall mit wachsender 

Dichte immer sin kaltes Gleichgewicht m~glich ist. 

(16) 
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Historische Bemerkunqen (siehe auch [31]) 

Durch die Arbeiten von W. Adams war um 1925 eindeutig gesichert, dass 

Sirius B sine enorme Dichte von etwa 106g/cm 3 hat. Dank der neuen Quan- 

tenmechanik wurde nun sehr schnell klar, in welchem Zustand sich die 

Materie in einem weissen Zwerg befindet. 

Am 26. August 1926 wurde die Oirac'sche Arbeit, welche die Fermi-Dirac 

Verteilung enth~lt, der Royal Society durch Fowler mitgeteilt. Bereits 

am 3. November unterbreitete Fowler der Royal Society eine eigene Ar- 

beit, in welcher er die Quantenstatistik von identischen Teilchen sy- 

stematisch darstellte und dabei die bekannte Darwin-Fowler Methode ent- 

wickelte. Kurz darauf, am lO. Dezember, trug er der Royal Astronomical 

Society sine neue Arbeit mit dem Titel 'Dense Matter' vor. Darin machte 

er klar, dass das Elektroneng@s in Sirius B im Sinne der Fermi-Dirac 

Statistik stark entartet ist. Oiese Arbeit von Fowler schliesst mit 

folgenden Worten: 

"The black-dwarf material is best likenend to a single gigantic 

molecule in its lowest quantum stats. On the Fermi-Dirac stati- 

stics, its high density can be achieved in one and only one way, 

in virtue of a correspondingly great energy content. But this 

energy can no more be expended in radiation than the energy of 

a normal atom or molecule° The only difference between black 

dwarf matter and a normal molecule is that the molecule can exist 

in a free state while the black-dwarf matter can only so exist 

under very high external pressure." 

Da Fowler die Elektronen nichtrelativistisch behandelte, land er fBr 

jede Masse sins Gleichgewichtskonfiguration (siehe oben). Da aber 

finden wir 

(2l) 

Das z e i g t ,  dass d i e  Impulse der  E l e k t r o n e n  ~n weissen Zwergen v e r g l e i c h -  

bar  zu meC s i n d .  Dies wurde 1930 yon Chandrasekhar  bemerkt  u n d e r  e n t -  

deck te  be i  e i n e r  r e l a t i v i s t i s c h e n  Behandlung der E l e k t r o n e n  d ie  Grenz-  

masse ( 1 7 ) .  (D iese Zahl  wurde unabh~ngig  von Landau 1932 a b g e s e h ~ t z t . )  

Im Jahre 1934 l e i t e t e  Chandrasekhar  d i e  exak te  Masse-Radius Beziehung 
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for vollst~ndig entartete Konfigurationen ab. (Diese Theorie findet man 

z.B. in seinem klassischen Buch.) Er beschliesst seine Arbeit mit fol- 

gander Aussage: 

"The life-history of a star of small mass must be essentially 

different from the life-history of a star of large mass. For 

a star of small mass, the natural white-dwarf stage is an 

initial step towards complete extinction. A star of large mass 

cannot pass into the white-dwarf stage and one is left specu- 

lating on other possibilities." 

Diese Schlussfolgerung fand abet nicht den Beifall der damals tonange- 

banden Astrophysiker. In einem Kommentar schreibt Eddington zun~chst 

ganz folgsrichtig: 

"Chandrasekhar shows that a star of mass greater than a certain 

limit remains a perfect gas and can never cool down. The star 

has to go on radiating and radiating and contracting and con- 

tracting, until, I suppose, it gets down to a few kilometers 

radius when gravity becomes strong enough to hold the radiation 

and the star can at last find peace." 

W~re Eddington bei dieser Aussage stehengeblieben, so h~tte er ale er- 

star die Existenz von schwarzen L~chern vorausgesagt. Er nahm aber die- 

se Schlussfolgerung nicht ernst und f~hrt fort: 

"I felt driven to the conclusion that this was almost a reductio 

ad absurdum of the relativistic degeneracy formula. Various ac- 

cidents may intervene to save the star, but I want more protec- 

tion than that. I think that there should be a law of nature to 

prevent the star from behaving in this absurd way." 

Es ist erstaunlich, dass Baade und Zwicky bereits 1934 das Schicksal 

yon massareichen Stamen voraussagten. Ich zitiere aus ihrer Arbait 

(Phys. Rev. 45, 128 (1934)): 

"With all reserve we suggest the view that supernovae represent 

the transitions from ordinary stars into neutron stars, which 

in their final stages consist of extremely closely packed neutrons." 

Sehr bemarkenswmrt ist auch die folgende Erinnarung yon L. Roeenfeld. 

An dam Tage im Jahre 1932, ale in Kopenhagen die Entdeckung des Neutrons 

bekannt wurde, verbrachte er mit Bohr und Landau den Abend mit Diskus- 

sionen der m~glichen Implikationen dieser wichtigen Entdeckung. W~hrend 

dieses gleichen Abends fasste Landau die M~glichkeit yon kalten dichten 

Sternen ins Auge, welche haupts~chlich aus Neutronen bestehen. "Unheim- 

liche Sterne" soll er sie genannt haben. (Oie Idee wurde aber erst 1937 
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publiziert.) 

Die erste Modellrechnung von Neutronensternen wurde 1939 dutch Oppen- 

heimer und Volkoff im Rahmen der ART durchgefOhrt. In dieser wurde die 

Materie durch ein ideales entartetes Neutronengas beschrieben. 

In der Folge nahm das theoretische Interesse an Neutronensternen ab, 

da keine relevanten Beobachtungen gemacht wurden. FOr zwei Jahrzehnte 

war Zwicky einer der wenigen, welche die wahrscheinliche Rolle von 

Neutronensternen in der Evolution von massiven Sternen ernst nahmen. 

Das Interesse erwachte erst wieder Ends der 50-iger und anfangs der 

60-iger Jahre. Mit der Entdeckung der Pulsare im 3ahre 1957, und spe- 

ziell eines Pulsars im Zentrum des Krebs-Nebels, wurde klar, dass Neu- 

tronensterne in Supernova Ereignissen durch den Kollaps des Sterncores 

auf Kerndichten gebildet werden k~nnen. 

Die groben Eigenschaften sines Neutronensterns k~nnen leicht abgesch~tzt 

warden. Wir mOssen lediglich in den Formeln for weisse Zwerge die Elek- 

tronenmasse dutch die Neutronenmasse ersetzen (und Ye'~ gleich Eins 

setzen). Aus (16) erhalten wir speziell die Grenzmasse, 

Oer Radius eines typischen Neutronensterns ist nach (14), solange N/N ° 

nicht nahe bei Eins ist, 

(23) 

Oie lineare Dimension eines Neutronensterns ist also me/m N 

ner als die eines weissen Zwerges. Wir notieren noch 

mal klei- 

(24) 

Im Gegensatz zu den weiesen Zwergen erhalten wit eine maximale Masse 

for Neutronensterne, da die kinetische Energie der Neutronen ebenfalls 

zur gravitativen Masse eines Neutronensterns beitr~gt. Im Virialthsorem 

eollte man setzen 

we Me= Nm N ist und U die Nullpunktsenergie der Neutronen bezeichnet. 
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FOr kalte Konfigurationen bekommen wir dann 

FOr x~ 1 gibt dies 

(26) 

(27) 

Folglich nimmt M for x~ 1 mit wachsendem x ab. Man findet die 

maximale Masse for x~ 0.8. 

~2. Relativistische Sternstrukturgleichungen 

~]~ und folglich GM/Rc2~ 1 FOr M~ Nom N ist R ~ ~N No 

Oeshalb ist die ART quantitativ wichtig. 

FOr einen sph~risch symmetrischen statischen Stern hat die Metrik die 

Form (siehe S.253) 

Relativ zur orthonormierten Basis 

(2) 

hat der Energie-Impuls-Tensor dis Gestalt 

: o (3) 

wo ~ die totale Energie-Massendichte und 

Der zu (i) geh~rige Einstein-Tensor wurde in 

dem Resultat 

P den Druck bezeichnen. 

~III.l berechnet, mit 

(4) 
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alle andern Komponenten = 0 

Die Fsldgleichungen geben (c = l) 

__ _~- ~ > = ~ (s) 

¥~-- 

Mit der 8ezeichnung u/r: = e -2b lautet GI.(5)" ~=-~'~ 'I-,4. 

Integriert gibt dies t&--~'--Z~.k~) , wobei 

Folglich gilt 

(8) 

Wenn wir (6) von (5) subtrahieren, erhalten wir 

(9) 

und deshalb -@ 

(lo) 

Wenn also ~ und P bekannt sind, dann k~nnen wir das g-Feld bestim- 

men. 

Eine weitere n~tzliche B e z i e h u n g  f o l g t  aus  dem " E r h a l t u n g s s a t z "  

O*T ~ = 0 . Gl.(3) gibt 

~(-T~ ~ ~ (keine Summe ') , 

Nun ist 
% 

_ = 

(n) 
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FOr m = 1 gibt dies, wenn wir die Zusammenhangsformen (Ill.1.6) be- 

nutzen, 

oder 

d.h, 
! 

9+~ 

Auf der andBrn Seite ergibt sich aus (9), (8) und (7) 

(12) 

(13) 

Vergleichen wir dies mit (12), so erhalten wir die Tolman, Oppenheimer, 

Volkoff (TOV) - Gleichung: 

(TOV-Gleichung) 

Beim Sternradius R verschwindet der Druck. Ausserhalb des Sterns ist 

das metrische Feld durch die Schwarzschild-L~sung gegaben. Die gravita- 

tive Masse ist 
R 

@ 

Die IOV-Gleichung verallgemeinert die Gleichung 

~_ (16) 

der Newtonschen Theoris. Der Oruckgradient gegen das Zentrum oimmt in 

der ART auf drei Weisan zu: 

(i) Zu M(r) kommt noch eiR Term proportional zu P hinzu, da Druck 

auch Gravitation erzeuqt. 
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Die Oichte 9 wird ersetzt durch ~"~ , da Gravitation (~i) auch 

auf P wirkt. 

1 1 
(iii) Die Gravitationskraft nimmt starker als --~ zu; --~ wird er- 

r r 
setzt durch 1 (i - 2GM(r)/r) -1 • 

r 

Diese Aenderungen werden uns zum Schluss fBhren (siehe Abschnitt 6), 

dass keine beliebig massereichen Neutronensterne existieren k~nnen, 

auch wenn die Zustandsgleichung bei hohen Dichtsn sehr steif wird. 

Um kalte Sternmodelle zu konstruieren, ben8tigt man eine Zustandsglei- 

chung P(~ ) . Oann sind alle Eigenschaften des Sterns durch die zentra- 

le Dichte ~C bestimmt. 

Wit fassen die relevanten Gleichungen zusammen: 

e ~ (~- z~l~3 

a'= @ kc')+4 3P 

(ZTb) 

(17c) 

Aus (7) entnehmen wir die Anfangsbedingung 

(18a) 

Die beiden weiteren Randbedingungen lauten 

(iSb) 

Interpretation von M 

Wir vergleichen M in GI.(15) mit der Masse M 

der Nukleonen (Baryonen)) des Sterns. Wenn 

net, dann ist 

Mit "~'=-~)~-~=~'~ ~ erhalten wit 

o = NmN (N: totals Zahl 

J den Baryonstrom bezeich- 

(19) 
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oder mit (2) 

0 
j ,  

Die Komponente jo bezOglich der Basis (2) ist aber Baryonzahldichte 

k1', = U/U ~"~ = -TO (20) 

da die V ie rergeschwind igke i t  U~. = (1 ,0~0,0)  i s t .  Deshalb g i l t  

Die invariante innere Energiedichte ist definiert dutch 

(22) 

und die gesamte innere Energie entsprechend durch 

Mit GI.(20) kSnnen wir E wie folgt zerlegen 

wobei 

/I 

(23) 

(24) 

(2B) 

(26) 

Um den Zusammenhang mit der Newtonschen Theorie zu finden, entwickeln 

wit die Wurzeln in (25) und (26) unter der Annahme GM(r)/r~ 1 : 

-I- ---- I~'z L4 4- ~%("~. 4---- -~ ~C~3 ~4 ~ (2?) 
O 
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0 "r- 2 . '~  ~" 
(28) 

Die f~hrenden Terme in T und V sind die Newtonschen Werte fur die 

innere und die gravitative Energie des Sterns. 

Uebung: Man 1Use die Sternstrukturgleichungen fur einen Stern mit 

uniformer Dichte (~ = const.) und zeige, dass die Masse 

begrenzt ist gem~ss 
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Eine GleichgewichtslUsung ist nur physikalisch relevant, wenn sie auch 

stabil ist. 

Bei der Untersuchung der Stabilit~t einer Gleichgewichtskonfiguration 

beschr~nkt man sich meistens auf sine lineare Analyse. Dazu betrachtet 

man zeitabh~ngige St~rungen und linearisiert alle Gleichungen, denen 

das System gehorcht um die vorgegebene Gleichgewichtsl~sung. Wenn die 

Frequenzen der zugeh~rigen Normalschwingungen alle negative Imagin~r- 

tails haben, dann ist das System stabil. (Daran d~rften die Nichtlinea- 

rit~ten auf Grund von allgemeinen S~tzen nichts ~ndern.) Ist hingegen 

der Imagin~rteil for eine Schwingung positiv, so w~chst diese exponen- 

tiell an und man erwartet, dass das System instabil ist. 

FOr sph~risch symmetrische (kalte) Konfigurationen betrachtet man in 

einem ersten Schritt nur radials St~rungen, welche ausserdem adiabatisch 

sind. Dies ist vernUnftig, da die hydrodynamischen Zeitskalen meistens 

vial k~rzer sind als die charakteristischen Zeiten for den Energietrans- 

port. In diesem Fall erh~lt man ein Eigenwertproblem (vom Sturm-Liou- 

ville Typ) for m 2 , da die Gleichungen for adiabatische St~rungen 

zeitumkehrinvariant sind (keine Dissipation). Das Gleichgewicht ist 
2 

stabil, wenn mot 0 fur die tiefste Frequenz m o gilt. 

Mit dam Rayleigh-Ritzschen Variationsprinzip und einfachen Versuchs- 

funktionen kann man oft einfache hinreichenda Kriterien for Instabili- 

t~t finden. Eine detaillierte Herleitung der Eigenwertgleichung fur 

radiale adiabatische Pulsationen von relativistischen Sternen finder 

man z.B. in [14], Kapitel 26. 

Oft ist es m~glich, allain anhand der Gleichgewichtsl~sung zu ent- 

scheiden, ob sis bez~glich radialen adiabatischen Pulsationen stabil 

ist. Wir beweisen bier nur die nachstehende Proposition 1 und verweissn 

im ~brigen auf [32]. 

Wir betrachten nur kalte Materie. FUr eine gegebene Zustandsgleichung 

gibt es dann sine 1-parametrige Familie von Gleichgewichtsl~sungen. 

Als zweckm~ssigen Parameter benutzen wir die zentrala Dichte ~° 

Proposition l: Bei jedem kritischen Punkt der Funktion ~c~ ~ndert 

genau sine radials adiabatische Normalschwingung ihre Stabilit~t und 

es gibt anderswo keine Stabilit~ts~nderungen. 

"Bawais": Aendert for sine gegebene Gleichgewichtskonfiguration sin 

radialer Mode seine Stabilit~t (Durchgang der Frequsnz m durch Null), 
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so bedeutet das, dass infinitesimal benaehbarte Gleichgewichtskonfigu- 

rationen existieren, in welche jene Obergef~hrt werden kann, ohne die 

Zahl der Baryonen oder die gravitative Masse (Energie) zu ~ndern. Also 

gilt beim Nulldurchgang ven einem m : ~ 1 ~ ¢ ~ = ~ 1 [ ~ 0 .  Nach der fol- 

genden Proposition 2 impliziert aber ~'(~=0 bereits ~l~c~_O, ~] 

Proposition 2- 

Gleichgewichtsl~sung gilt die folgende Gleichung 

~ =  ~+~ ~ ~ 
vt 

Speziell folgt ~N = O aus 5M = 0 . 

FUr sine radials adiabatische Variation einer kalten 

(1) 

Beweis: Aus (2.15) und (2.20) erhalten wir (m(r):= GM(r)) 

0 

0 

I" 

(2) 

(3) 

FOr eine adiabatische Aenderung ist 

' 8~£ /v0  + m ~ ' O / ~ b  = r~ = o (4) 

oder 

~ + ~  (s) 

NatOrlich ist (in diesem Beweis sei 

o 

G : i )  

(6) 

Die beiden letzten Beziehungen eetzen wir nun in (3) ein und vertau- 

snhen in einem Term die Reihenfolge der r und r' Integrationen: 

S o -t "PC~,'~k ~eO -r 

~, 4 (7) 
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Nun behaupte ich, dass der Ausdruck in der geschweiften Klammer unab- 

h~ngig von r ist. Um dies zu zeigen, bilden wir seine Ableitung 

nach r : 

FUr kalte Materie gilt nach (5) 

t 
• (s) 

Benutzen wir dies, so ergibt sich 

Die rechte Seite verschwindet aber auf Grund der TOV-Gleichung. 

Die konstante geschwungene Klammer in (7) rechnet man am besten an der 

Sternoberfl~che r = R (P = O) aus: 

Nun ist aber ~'~'P ~ - . unabh~ngig von r . Diese Behauptung ist gleich- 

bedeutend wit ~&'~)--~1-~ ~ = const, und also ~quivalent zu 

Aber diese Gleichung ist auf Grund von (2.12) und (8) richtig. ~ 



~4. Das Innere von Neutronensternen 

4.1, Eine 9robe Uebersicht 

Figur 4.1 zeigt einen Querschnitt durch einen typischen Neutronenstern. 

Unterhalb einer Atmosphere von nur einigen Metern *) Dicke befindet 

sich die @ussere Kruste, welche aus einem Gitter von vollst~ndig ioni- 

sierten Kernen und einem hochentarteten relativistischen Elektronengas 

f 

cru,  e -  

inner crust: nuclei, n, e -  

n,p, e-,lu - liquid 
e- : normal 

n,p : superfluid ? 

"IT'- condensafe ? ~ / ~ .  
/ n, P, e-, lu- /- 

? ? 

B r,.J 1012 G 

1015 - 1016 

Fig, 4,1o Querschnitt durch einen typischen Neutronenstern. 

*) Sch~tze die Druckskalenh~he for ein ideales Gas ab 
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besteht. In dieser Schicht steigt die Oichte ~ von 7 x lO 6 g/cm 3 bis 

auf etwa 3 x l0 ll g/cm 3 und ihre Dicke ist typisch ein Kilometer. 

("Realistische" Dichteprofile zeigen wir in ~5.) 

Die innere Kruste beginnt bei ~ 3 x l0 ll g/cm 3 und erstreckt sich 

wieder ~ 1 km, bis eine Massendichte ~ 2 x lO 14 g/cm 3 erreicht 

ist. Sie enth~lt, neben zunehmend neutronenreichen Kernen (B-Gleichge- 

wicht) und entarteten relativistischen Elektronen, auch ein hochentar- 

tetes Neutronengas, welches mUglieherweise superfluid ist. (Darauf wer- 

den wit in ~7 genauer eingehen.) 

Die innere Fl~ssi£keit besteht vor allem aus Neutronen, welche in einem 

gewissen Dichtebereich m~glicherweise superfluid sind, mit einigen Pro- 

zent von (supraleitenden ?) Protonen und normalen Elektronen, welche 

das B-Gleichgewicht aufrecht erhalten (vgl. Abschnitt 4.2). 

Der zentrale core, die Region innerhalb weniger km vom Zentrum enth~lt 

neben Hyperonen vielleicht auch ein ~-Kondensat (vgl. ~7) und for die 

massereichsten Neutronensterne in der N~he des Zentrums m~glicherweise 

sogar eine Quark-Phase. 

4.2. Ideale Mischunq von Neutronen I Protonen und Elektronen 

Diese kurze Uebersicht zeigt, dass die Physik im Innern von Neutronen- 

sternen ausserordentlich komplex ist. Insbesondere ist es sehr schwie- 

rig, zuverl~seige Zustandsgleichungen zu berechnen. 

Um ein grobes GefOhl von den GrSssenordnungen zu erhalten, diskutieren 

wir jetzt eine ideale Mischung von Nukleonen und Elektronen im B-Gleich- 

gewicht. 

Energiedichte, Anzahldichte und Druck eines idealen Fermigases bei 

T = 0 sind gegeben durch (c = l) : 

N = ~b~e 
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Die Gleichgewichtsreaktionen 

erhalten die Baryonzahldichte n + n und halten die Ladungsneutrali- 
n p 

t~t n = n aufrecht. 
e p 

Die chemischen Gleichgewichtsbedingungen lauten allgemein 

wobei ~ (i = n,p,e) die chemischen Potentiale der drei Fermi-Gase 
I 

sind. 

FUr ein ideales Gas bei T = 0 gilt 

# = ~.,= =. V- p+.,_~+ _ q  A~,:.,..,~,.. (s) 

wobei 

A =(.~'~-~'J~ (6) 

Benutzen wir dies in der Gleichgewichtsbedingung (4), so k~nnen wir das 

Verh~ltnis np/n n als Funktion von n n bestimmen. Eine kleine Rech- 

hung gibt 

f Cm....mp 3-2 u,~..t~+%,') ÷ ~  4+ 2(' m,,~z ~,,.~ ")4" A4. v,~,. ..~ 4 :~ ~ (7) 

Es sei Q = m n- mp . Da Q,me~ ~ m n , k~nnen wir den Ausdruck (7) ver- 

einfachen 

',4.~ 4. 4 -  
~:~ L ~" ~ I ~ 

(B) 

WO 

to: = ~IA "~ = ~.~ ,,~'-~I~ " 
(9) 
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Wit berechnen auch den Fermi-Impuls der Elektronen 

k ~o (io) 

Aus dieser Gleichung geht hervor, dass PF,e (fOr n n ~ O) gr6sser 

ist als der maximale Impuls des Elektrons im B-Zerfall des Neutrons 

(Pmax ~-- ~ Q2-m2e = 1.1g MeV) . Deshalb sind die Neutronen stabil. 

Das Proton-Neutron Verh~ltnis (8) ist gross fur kleine n n 
mit wachsendem n n ab, bis es den minimalen Weft for 

und nimmt 

(11) 

erreicht, wo 

(12) 

Danach nimmt np/n n wieder monoton zu und n~hert sich dem asymptoti- 

schen Wert 1/8° 

Als typisches 8eispiel erh~lt man for ~ mnn n = 0.i07 ~o die Werte 

np/n = 0.013 und PF,e = 105 MeV/c. Oberhalb dieser Dichte werden die 

MUonen stabil. 

In der Fig. 4.2 iet die gravitative Masse eines Neutronensterns for ein 

ideales Neutronengas ale Funktion der zentralen Oichte aufgetragen 

(Oppenheimer und Volkoff, 1939). 



345 

M/Me 

1.0 

0.5 

0 I i I D_ log Pc(glcm 3) 
14 15 16 

Fig. 4.2. Der Graph M(~c) f~r ein ideales Neutronengas. 

Die maximale Masse ist 

(13) 

welche bei der Dichte 

I ~ =  4'~ i~'~/~-'~'~ 
(14) 

erreicht wird. Der zugahSriga Radius ist 

(15) 

FUr ~>~ wird der Stern nach der Proposition i in ~3 unstabil. 

(F~r ~ w ~ L  ist der Stern stabil, wie eine Newtonsche Stabilit~ts- 

analyse zeigt; der adiabatische Index ist 5/3, wesentlich oberhalb des 

kritischen Wartes 4/3.) 
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UebJn~saufqabe: In den letzten Jahren hat sich gezeigt, dass Galaxien 

(und Haufen yon Galaxien) wesentlich massereicher sind als man glaubte. 

Es macht den Anschein, dass ein Grossteil (oder sogar der Hauptteil) 

der Masse in ausgedehnten Halos von dunkler Materie steckt. Wahrschein- 

lich handelt es sich dabei um massearme Sterne, deren Leuchtkraft des- 

halb gering ist. Es ist aber nicht ausgeschlossen, dass die galaktischen 

Halos aus massiven Neutrinos bestehen. FUr sine Neutrinomasse m~lOeV 

gibt es zur Zeit experimentelle (Tritium-Zerfall) und theoretische 

GrOnde, welche allerdings noch nicht Oberzeugend sind. M~glicherweise 

gibt es aber Neutrinosterne° 

Man zeige, dass die Massen und Radien entarteter Neutrinosterne durch 

Multiplikation mit ~ / ~  aus den entsprechenden Gr~ssen for Neutro- 

nensterne erhalten werden. Dies zeigt, dass man f~r m ~ lO eV leicht 

die n~tigen galaktischen Halos mit Neutrinos machen kann. 

~5. Modelle fur Neutronensterne 

FOr realistische Modelle von Neutronensternen (Masse-Radius Beziehung, 

Dichteprofile, etc.) ben6tigen wir sine zuverl~ssige Zustandsgleiohung 

durch alle in Abschnitt 4.1 skizzierten Schichten. Mit wachsender Dich- 

te stellt dies ein zunehmend schwierigeres Problem dar. In der N~he 

von Kerndichten und darUber wird nicht nur das Vielk~rperproblem sehr 

anspruchsvoll, sondern wir stossen auch auf prinzipielle Schwierigkei- 

ten, da nicht klar ist, wie die hadronischen Wechselwirkungen zu be- 

schreiben sind. 

Es ist hier nicht der Ort, die zahlreichen verschiedenartigen Anstren- 

gungen zu beschreiben, welche in der Vergangenheit zur Beschaffung ei- 

ner realistischen Zustandsgleichungen unternommen wurden. Ich begnOge 

mich mit einem Hinweis auf die Uebersichtsartikel [ 33] und [34], und 

auf die darin zitierten Arbeiten. 

Fig. S.1 zeigt als Illustration einige "realistische" Zustandsgleichun- 

gen oberhalb Kerndichten. Zum Vergleich ist auch die Zustandsgleichung 

(~) fBr ein ideales entartetes Neutronengas aufgetragen. Wie man sieht, 
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weichen die verschiedenen Zustandsgleichungen erheblich voneinander ab, 

was als Mass fur den Grad der Unsicherheit angesehen werden kann. 

In Fig. 5.2 sind die gravitativen Massen als Funktion der zentralen 

Dichte ~ fur die verschiedenen Zustandsgleichungen von Fig. 5.1 

wiedergegeben. Wieder stellen nur die aufsteigenden Aeste stabile Kon- 

figurationen dar. Die maximale Masse ist in allen F~llen kleiner als 

2.5 M@ . (Siehe auch die Ergebnisse in [36]) 

g 

~.C 

34..' 
)4.5 iS.O iS.5 

log p ( g / c m  3 } 

Fig. 5.1. Verschiedene "realistische" Zustandsgleichungen 

oberhalb Kerndichten (aus [35]). 
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Fig. 5.2. Gravitative Masse als Funktion der zentralen Dichte 

f~r die Zustandsgleichungen yon Fig. 5.1 (aus [~]). 

In Fig. 5.3 sind typische Dichteprofile gezeigt. 

Fig. 5.3. 

o 

| i , 

2 3 4 @ G ?  
r (km)  

I o 

G 

M 

.4 

.2 

9~ 

Oichteprofile (linke Skala) und Massenbruchteil (rechte 

Skala) als Funktion dee Abstandes vom Zentrum for die Zu- 

standegleichung B in Fig. 5.1 (aus [~]). 
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Interessant ist auch der Unterschied in den Ergebnissen zwischen Newton- 

scher Theorie und ART. Dieser wird in Fig° 5.4 for eine der Zustands- 

gleichungen gezeigt° 

ZO 

LO 

k ~  p ,  ( q / ¢ m  j ) 

Fig. 5.4. Newtonsche Gravitation versus ART (aus E3~-]). 

56. Schranken fur die Masse von nichtrotierenden Neutronensternen 

Der Wart der maximal m~glichen Masse, Mma x , eines nichtrotierenden Neu- 

tronensterns ist zumindest in zweierlei Hinsicht sehr interessant. Zu- 

n~chst ist er von evolutiver Bedeutung° WAre z.B. Mma x relativ klein 

( ~__ 1.5 M@) , dann k~nnten schwarze LUcher beim core-Kollaps von mas- 

siven Sternen h~ufig gebildet werden (vglo die Einleitung zu diesem Ka- 

pitel)o Seine Gr~sse spielt aber auch eine zentrale Rolle for den astro- 

nomischen Nechweis yon schwarzen L~chern. Wenn es gelingt, ein sehr 

kompaktes Objekt zu linden, von dem man Oberzeugend nachweisen kann, 

dass es nicht allzuschnell rotiert und dass seine Masse sicher gr~sser 

als Mma x ist, dann hat man einen ernsthaften Kandidaten for ein schwar- 

zes Loch gefunden. Argumente dieser Art werden bei der Identifikation 

der R~ntgenquelle Cygnus X-1 mit einem schwarzen Loch benutzt. (Oies 

werden wir in Kapitel VIII diskutieren.) 
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In Anbetracht der grossen Unsicherheiten der Zustandsgleichung bei hoh- 

hen Dichten ist es sehr wichtig, zuverl~ssige Schranken for Mma x zu 

linden. Solche werden wir in diesem Kapitel herleiten. (Siehe auch 

[28].) Dabei nehmen wit an, dass die Zustandsgleichung unterhalb einer 

gewissen Dichte ~@ (welche vom Fortschritt der Physik abh~ngt) eini- 

germassen bekannt ist; for ~ o  sollen hingegen nur sehr allgemei- 

ne Bedingungen erfOllt sein. 

6.1. Grundleqende Annahmen 

FOr die Materie innerhalb von nichtrotierenden Neutronensternen machen 

wit die folgenden minimalen Annahmen 

(M l) Oer Energie-Impuls-Tensor wird durch die Knergie-Massendichte 

und einen isotropen Druck p beschrieben, welcher einer Zu- 

standsgleichung p(~) genOgt (vgl. (2.3)). 

(Spannungen, welche sich z.B° durch die Verlangsamung der Rota- 

tation aufgebaut haben, werden vernachl~ssigt°) 

(M 2) Die Dichte ~ ist positiv 

(M 3) Die Materie ist mikroskopisch stabil, 

Da der Oruck bei kleinen Dichten sicher positivist, folgt aus (M3): 

(1) 

(M &) Die Zustandsgleichung ist bekannt for ~___ ~@ . 

FOr ~@ dOrfen wit einen Wert w~hlen, welcher nicht wesentlich unter- 

halb yon Kerndichten ist. 

Manche Autoren nehmen auch ~ / ~  ~ an, da ~ / ~ J ~  die Pha- 

sengeschwindigkeit yon Schallwellen ist. Die Materie in Neutronensterne~ 

ist abet dispersiv und absorptiv und deshalb ist ( ~/~ )~ keine 

Signalgeschwindigkeit. Die Kausalit~t verlangt also nicht, dass ~ 

ist. Auf der andern Seite erfOllen aber die meisten "realistischen" Zu- 

standsgleichungen diese Ungleichung. Obschon wir diese "Kausalit~tsan- 

nahme" nicht machen, werden wir gelegentlich die Implikationen dieser 



351 

zus~tzlichen Einschr~nkung angeben. 

Die grundlegenden Gleichungen von ~2, auf denen die folgenden Deduk- 

tionen beruhen, wollen wir nochmals aufschreiben (G = c = l). 

Metrik: 

~.-'m.~o,~/~, 

Strukturgleichungen: 

= 

~.= .~,,-~-~ 

i,'~(,~- z~,~ k " ) 

(3b) 

Randbedingungen (~c: zentrale Dichte) : 

~6~3= 0 

~.CR3 

(4b) 

wobei R der Sternradius ist (wo der Oruck verschwindet) und M:= m(R) 

die gravitative Masse des Sterns bezeichnet. 

Ein Blick auf (3a) fOhrt zur £rwartung 

Dies l~sst sich wie folgt begr~nden. Ausgehend vom Zentrum des Sterns 

sei r. die srste Stelle, wo 2m(r.) = i wird. In der N~he von r. 

wird aus der TOV-Gleichung (3a) 
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Oie linke Seite dieser Gleichung ist die logarithmische Ableitung der 

relativistischen E thalpie % , definiert durch 

~. (6) 

we n Baryonzahldichte ist. Dies folgt sofort aus dem 1. Hauptsatz der 

Thermodynamik 

(7) 

Wenn wir also die Gl.(*) integrieren und benutzen, dass die rechte Sei- 

te negativist, so erhalten wir ~ (r.) = 0 . Ein Blick auf Gl.(6) 

zeigt aber, dass dies f~r eine realistische Zustandsgleichung nicht 

m~glich ist. 

Aus unseren Annahmen k~nnen wir auch schliessen, dass die Oichte nach 

aussen nicht zunimmt. Tats~chlich gilt nach (3a) 

• ~ 4 -  z.~/~'~ 

Die GrOssen ~ , p, dp/d~ sind nach (M2) und (M3) positiv und die Po- 

sitivit~t des letzten Faktors folgt aus (5) und 

S" 
0 

Dies zeigt d~/dr~ 0 . 

Damit kOnnen wir den Stern in zwei Teile zerlegen: 

Die HOlle ist der Tell, we ~ o  ~>~a~ und also die Zustands- 

gleichung bekannt ist. Oen inneren Bereich ~ o  C ~ e  ~ nennen 

wir den Kern. Oort wgrden nur die allgemeinen Einschr~nkungen (M1)-(M4) 

des Kerns ist 

I '° O 

Wenn M o spezifiziert ist, kbnnen die Strukturgleichungen (3a) und (3b) 

yon r ° an nach aussen integriert werden. Die zugeh~rigen Anfangsbe- 

dingungen sind: P(ro) = P(~o ) =: Po ' m(ro) = Me " Die totale Masse, 

M, des Sterns ist 

I~ = He + 1,40,o,Ho") (~o) 
HUlle 

verausgesetzt. 

Die Masse M 
e 
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Die Masse der HUlls, MH~II e , k~nnen wir als bekannte Funktion von r ° 

und M o ansehen (da in der HSlle die Zustandsgleichung bekannt ist). 

Die folgende Strategie fUhrt zu Schranken f~r M : (1) Bestimme den 

Wertebereich fur (Mo,ro) , welcher awl Grund der Annahmen (M1) - (M4) 

erlaubt ist. (Diesen Bereich der m~glichen Kerne wsrden wir das erlaub- 

te Gebiet in der (~o,Mo) - Ebene nennen.) (2) Suche das Maximum der 

Funktion M in Gl.(lO) Uber dem erlaubten Bereich der Variablen r o 
und M . 

o 

6.2. Einfache Schranken f~r die er!aubten K~rne 

Eine einfache, aber nicht optimale Schranke fur das erlaubte Gebiet 

erh~lt man wie folgt° Gl.(5) gibt fur r = r o 

~e ~ 4 ~o (ll) 

und eine nach aussen nicht zunehmende Dichte hat die Ungleichung 

--~o ~o (12) 

zur Folge. Diese beiden Ungleichungen fUhren auf folgende Schranken 

Das folgende numerische Beispiel zeigt, dass diese nicht uninteressant 

sind: FOr ~o= 5 x lO 14 g/cm 3 gibt (13) Mo ~ 6 M 8 , r o ~ 18 km . 

6.3. Oar erlaubte Bereich der Kerne 

Um den erlaubten Bereich der Kerne genau zu bestimmen, studieren wir 

jetzt die Gr~sse 
~ c ~  

~ C ~  = e. 

welche Oberall positiv und endlich ist; ~C~ kann nur im Zentrum im 

Grenzfall verschwinden, wenn dort der Druck unendlich gross wird. Dies 
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folgt aus Gl.(3c), welche ehne Divergenzen vonder Oberfl~che nach in- 

nen mit der Randbedingung (4c) integriert werden kann. 

Aus den Strukturgleichungen (3a) - (3c) kann man die folgende Differen- 

tialgleichung gewinnen, welche ~ und m(r) miteinander verkndpft: 

(is) 

(Die Richtigkeit dieser Gleichung kann leicht verifiziert werden.) Da 

nach aussen nicht zunimmt, nimmt auch die mittlere Dichte mit r 

nicht zu. Deshalb ist die rechte Seite von (15) nioht positiv. Mit Hil- 

fe der neuen unabh~ngigen Variablen 

0 

l~sst sich die resultierende Ungleichung sehr einfach schreiben: 

(16) 

0 (17) 

Mit dem Mittelwertsatz schliessen wir auf 

~ ~ ~C~--3~3 (18) 

Diess Ungleichung ist optimal~ da das Gleichheitszeichen for einen Stern 

mit konatanter Dichte gilt (Uebungsaufgabe). Wegen ~ 0  ist 

Das Gleiohheitszeichen wird fBr einen Stern konstanter Dichte angenom- 

men, wenn der Druck im Zentrum divergiert° 

Durch a(r) und r ausgedr~okt, lautet die Ungleichung (19): 

Oarin sch~tzen wir die rechte Seite optimal ab. Da ~/~ nach aussen 

nicht zunimmt, so ist ~ ~l~ Z~*~/~I\ ~ ,~ halb gilt ~l" ~-~L~ for alle r r und des- 
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@ 

(21) 

Das Gleichheitszeichen gilt wieder for einen Stern von uniformer Dichte. 

Benutzen wir noch fur die linke Seite von (20) die Strukturgleichung 

(3c), so folgt 

Dies gibt die folgende Schranke for m(r)/r : 

(22) 

Wir wissen, dass das Gleichheitszeichen for einen Stern mit uniformer 

Oichte und unendlichem zentralem Druck gilt. 

Eine erste interessante Konsequenz von G1.(22) ergibt sich for 

r = R (p(R) = O) : 

-_ 
(23) 

FOr die Oberfl~chen-Rotverschiebung bedeutet dies 

I zoberflgche ~ 2 

Am Rande des Kerns ausgewertet gibt G1.(22) 

(24) 

(25) 

Dies stellt die optimale Verbesserung von (ll) daro Die Ungleichung (12), 

~J. h. 

(2s) 
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ist natOrlich bereits optimal. Die beiden Bedingungen (25) und (26) 

bestimmen das erlaubte Gebiet in der (ro,Mo) - Ebene fur Kerne I welche 

(MI) - (M4) erfUllem 

Diesss wird in Fig. 6.1 dargestellt. 

Der Kern mit der gr~ssten Masse ergibt sich for die steifste Zustands- 

gleichung, d.h. fur inkompressible Materie mit konstanter Dichte ~ . 

Sogar dann ist die Masse des Kerns (~{go) beschr~nkt. 

0.4 

~ o  ~ 0.3 
o., 

0.~ 

:E 
0.1 

0 
0 

J w I i I i I I I / f  0 

0,4 

0.6 

02 0.~ 0.6 0.8 1.0 
r o 13~.Po )l/z 

Fig. 6.1. Das erlaubte Gebiet for die Kerne in der (ro,Mo)-Ebene. 

Die untere Kurve wird durch G1.(26) und die obere durch 

G1.(25) for Po = 0 bestimmt. 

Solange ~o nicht wesentlich grUsser ist als die Kerndichte, so ist 

sicher po ~ ~ o (vgl. ~5) und deshalb gilt mit guter Genauigkeit 

= ( ' =;]+= , < ( = I]= (2?) 

(Man vergleiche dies mit der groben Schranke (13).) 
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6.4. Obere Schranke for die 9esamte qravitative Masse 

Als Illustration w~hlen wir ~o= 5.1 x lO 14 g/cm 3 und verwenden eine 

Zustandsgleichung, welche auf 8aym, Bethe, Pethick und Sutherland 

~BBPS) zurOckgeht (siehe [~]). FOr diese ist Po = 7.4 x lO 33 dyn/cm 3, 

und also Po/~o = 0.016 ~ 1 . (Es sei daran erinnert, dass die Kern- 

dichte ~Kern = 2.8 x lO 14 g/cm 3 ist.) Das erlaubte Gebiet, welches 

diesen Werten von ~o und Po entspricht, ist in Fig. 6.2 dargestellt. 

Gleichzeitig sind Niveaulinien konstanter Gesamtmasse angegeben. (Die- 

se ist nach (lO) sine Funktion von M e und r o °) Oie optimale obere 

Schranke ist 5 M@ o (WSrde man zus~tzlich dp/d~ i verlangen, so 

5 

3 

Z 

1 

5 10 15 r o (km) 

Fig. 6.2. Die Funktion M(r ,M ) for die BBPS Zustandsgleichung 

und ~o = 5 x lO ~4 g/cm 3 o Das erlaubte Gebiet ist 

ebenfalls gezeigt° Oie optimale Schranke ist 5 M@ 

(nsoh f~]). 

wOrde man stattdessen 3 M~ erhalten° Dies erkl~rt auch, warum fur 

"realistische" Zustandsgleichungen 3 M@ eine obere Grenze darstellen.) 

Die Rechnung zeigt, dass der Beitrag vonder HOlle zur Massenschranke 

weniger als i % betr~gt. Man beachte auch, dass die Schranke beim maxi- 

mal m~glichen Wert der Masse des Kerns auftritt. Man kann zeigen (siehe 
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[28]), dass dies wahr ist, solange Po ~ ~o 

rung erhalten wir deshalb aus (27) 

oder 

ist. In sehr guter N~he- 

(29) 

dp ~ 1 wOrde der Faktor (Unter der zus~tzlichen "Kausalit~tsannahme" d~ 

5.8 durch 4.0 ersetzt.) 

~7. K~hlung yon Neutronensternen 

7.1o Einleitun~ 

Wenn der zentrale Eisen-Nickel Kern (Mcore~_ 1.5 M~) eines masse- 

reichen Sterns instabil wird und auP Kerndichten kollabiert, werden 

etwa lO % seiner Ruheenergie, d.h. ~ lO 53 erg freigesetzt. Ein Gross- 

tell dieser Energie wird in kurzer Zeit durch Neutrinos abgestrahlt. *) 

*) Beim Kollaps werden die Neutrinos anf~nglich vor aIlem durch Elek- 
troneneinfang gebildet. Sehr bald wird die mittlere freie Wegl~nge der 
Neutrinos aber so kurz, dass diese beim weiteren Kollaps gefangen blei- 
ben, und es entsteht ein stark entartetes Neutrinogas. Dieses diffundiert 
anschliessend in Sekunden aus dem core und gibt Anlass zu einem gigan- 
tischen Neutrinopuls. Ein weiterer Teil der Energie wird durch Schock- 
erhitzung in W~rme verwandelt, wobei die Temperatur auf ~ lO MeV an- 
steigt. Aueh sin Grossteil dieser Energie wird dutch Paarannihilations- 

-- ÷ 

prozesse (wie e + e ~ ~+~ , ~L~--.-~q~'~-~) in Form von 
Neutrinos, in weniger als einer Minute abgestrahlto- 
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(Vgl. z.B. [38], sowie die dort zitierten Arbeiten.) Die Innentempera- 

tur des Neutronensterns sinkt deshalb in kurzer Zeit von ~ lO MeV auf 

i MeV. Dann ist die Materie praktisch in ihrem Grundzustand° (Die 

Fermienergien der Neutronen, Protonen und Elektronen sind sehr viel 

gr~sser.) Die Neutrinoemission dominiert die weitere K~hlung des Neu- 

tronensterns, bis die Innentemperatur auf etwa loBK (mit einer zugehS- 

rigen Oberfl~chentemperatur von -~, 106K) gesunken ist. Danach beginnt 

auch die Photonenemission eine Rolle zu spielen. 

Wir werden sehen, dass die KUhlungskurven (Oberfl~chentemperatur als 

Funktion der Zeit) von verschiedenen interessanten Aspekten der Physik 

der Neutronensterne abh~ngen. Besonders wichtig sind die Zustandsglei- 

chung bei hohen Dichten, sowie die m~gliche Existenz eines Pion-Konden- 

sats in der zentralen Region des Neutronensterns. Abet auch Magnetfel- 

der und eine eventuelle Superfluidit~t der Nukleonen sind von einer ge- 

wissen 8edeutung. 

Beobachtungen des Krebs-Pulsars w~hrend Mendverdunkelungen haben ge- 

zeigt, dass die effektive Oberfl~chentemperatur, T I , kleiner ist als 

3.0 x I06K. Da das Alter des Krebs-Pulsars bekannt ist, liefert diese 

obere Limite eine wichtige Einschr~nkung fur Neutronenstern-Modelle. 

Mit Hilfe des Einstein-Observatoriums ist es gelungen, auch obere Gren- 

zen for die Temperatur der thsrmischen Emission von mutmasslichen Neu- 

tronensternen in jungen Supernova-Ueberresten zu bestimmen. Die Schran- 

ken in Tabelle i sind aus [39] entnommen. 

Tabelle 1 

(mutmassliche) Neutronensterne in historischen Supernova-Ueberresten 

Name Alter (Jahre) Distanz (kpc) T (106K) 

Cas A 300 2.8 ~i.5 

Kepler 376 8.0 ~2.1 

Tycho 408 3.0 ~fl.8 

Krebs 926 2.0 ~ 3.0 

SN 1006 974 1.O ~ 1.O 

In der N~he des Zentrums des Ueberrestes jeder historischen Supernova 

wOrde man eigentlich einen Pulsar erwarten. Es ist Oberraschend, dass 
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dies nur beim Krebs-Nebel so ist. Aus den Beobachtungen mOssen wir 

echliessen, dass entweder in den andern Supernova Explosionen keine 

Neutronensterne *) gebildet wurden, oder dass diBse sich so schnell ab- 

gekOhlt haben, dass ihre gegenw~rtigen Temperaturen unterhalb der ange- 

gebenen Grenzen liegen. (Es sei noch darauf hingewiesen, dass diese 

Grenzen auf Grund yon interstellarer RSntgenabsorption eine Unsicher- 

heir von etwa 50 % haben.) 

Zur Bestimmung der KOhlungskurve benStigen wir die gesamte innere Ener- 

gie des Sterns und die totale Leuchtkraft, beide als Funktionen der in- 

neren Temperatur. Ferner mOssen wit die Beziehung zwischen Innentempe- 

ratur und Oberfl~chentemperatur kennen. 

7.2. Thermische Eiqenschaften von Neutronensternen 

A. Grundqleiohunq~ 

In der nichtrelativistischen Theorie lautet die Gleichung for des ther- 

mische Gleichgewicht (Energie-Bilanz) 

Darin is% die totale Luminoeit~t L die Summe der Neutrinoluminosit~ 

L~ ~ und der Beitr~ge > L~ > von Strahlung und W~rmeleitung. T ist 

die lokale Temperatur, n die Baryonzahldichte und s bezeichnet die 

spezifische Entropie pro Baryon. 

Die relativistieche Verallgemeinerung dieser Gleichung schreibt sich 

wie folgt 

(I) 

*) Ein Neutronenstern wird nicht als Pulser in Erscheinung treten, wenn 
die gerichtete Strahlung nicht unsere Richtung Oberetreicht oder wenn 
das Magnetfeld (oder die Rotation) zu klein let. 
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Oabei haben wir den metrischen Koeffizientsn von dt 2 mit e 2~ (start 

e 2a in (6.2)) bezeichnet. (Eine einfache Herleitung der Gl.(1) finder 

man in [32], ~3.2.5.) Oar Gradient der Neutrinoluminosit~t ist gege- 

ben durch 

wobei q~ die Neutrinoemissivit~t pro 8aryon ist. 

FOr thermische Neutrinoenergien ~ 1 MeV ist die mittlere freie Weg- 

l~nge der Neutrinos wesentlich grOsser als der Sternradius (vgl. Ab- 

schnitt 7.3). Deshalb wird der Temperaturgradient innerhalb des Sterns 

durch den Energiefluss L~ von Strahlung und W~rmeleitung bestimmt. 

Die bekannte nichtrelativistische Gleichung for den thermischen Energie- 

transport lautet (konsultiere ein Ouch Ober Astrophysik, z.8. [40]): 

d T  = 

wobei ~ die totals Opazit~t ist: ~ . 

a bezeichnet die Stephan-Boltzmann Konstante. Die relativistische Ver- 

allgemeinerung lautet (vgl. [32], ~3.2.7): 

~- ~ - r  ~ ,~r,~-(,~_~.~ ~ / ~ ' ~ -  
(3) 

Die entartete Materie im Innern von Neutronensternen hat eine sahr hohe 

Leitf~higkeit und deshalb fOhrt Gl.(3) auf Te ~ = const., ausser for 

sine donne HOlle (von einigen Metern Dicke). (Die Konstanz von Te ~ 

folgt auch sehr einfach aus der Formel for die gravitative Rotverschie- 

bung.) Der allgemein relativistische Faktor e ~ ist potentiell wich- 

rig, da die Neutrinoemissivit~ten sine starke Temperaturabh~ngigkeit 

(~T" , ~ = 6,8; siehe Abschnitt 7.3) haben. 

Bei bekannten "MaterialgrOssen" bestimmen die Gl.(1) - (3) die Bezie- 

hung zwischen der Oberfl~chentemperatur T s und T':= Te ~ im Innern, 

wenn wir noch die photosph~rische Randbedingung (siehe [32], ~3.3) 

(4) 
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verlangen. Es ist vielleicht noch wichtig darauf hinzuweisen, dass sich 

die hydrostatischen Strukturgleichungen von den thermischen Gleichungen 

(1) - (3) praktisch vollst~ndig entkoppeln, da die Zustandsgleichung 

bei T = 0 verwendet werden darf. 

B. Beziehunq zwischen Oberfl~chen- und InnentemE~ 

Fig. 7.1 zeigt ein typisches Temperaturprofil fur einen Neutronenstern 

mit M = 1.25 M@ . Dieses stammt aus der Arbeit [41]. (Oarin werden 

auch die verwendeten Opazit~ten und die Zustandsgleichung diskutiert,) 

10 9 

T(K} 

I0 s .  

10 7 . 

10 6 

,iO s 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 

/ /  

boundary 

/ 
/ 

/ 

Io-' ',;-' I~ ° ,~' I~' ~ '  +,+' 
p i g / c m  "3 ) 

Fig. 7.1. Ein typisches Profil in der (~,T)-Ebene for 

M = 1.25 M@ , eine steife Zustandsgleichung (PPS) 

und Magnetfeld B = 0 . Die Oberfl~chentemperatur 

ist lO 5"5 K . (Adaptiert yon [~].) 
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In Fig. 7.2 zeigen wir die Beziehung zwischen der Oberfl~chentempera- 

tur T und der Innentemperatur an der Grenze zwischen core und HBlle 
s 

fur zwei Zustandsgleichungen und die Magnetfelder B= O, lO 12 G o Die 

durch die Magnetfelder verursachten Effekte auf die Opazit~t sind nur 

sehr grob in Rechnung gestellt. 

10 l° 
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'~' 10 ? 
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Fig. 7.2 • 

10 ~ 
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B= 

PPS 

= 10 ~2 G 

B = 0  

|= ld2G 

' 1~' 1~' ~ '  ' lo '  

SURFACE TEHR (K) 

Beziehung zwischen Oberfl~chentemperatur und der 

Innentempsratur am Rand des cores for M = 1.25 M@ 

und zwei Zustandsgleichungen (BPS) und (PPS) und 

B = O,lO 12 G° BPS ist eine relativ weiche und PPS 

eine ziemlich steife Zustandsgleichung. 

(Adaptiert von Ref. [~].) 
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~_~pezifische W~rmen 

Ohne Superfluidit~t dominiert die innere Energie der Neutronen° Nach 

der Landauschen Theorie der (normalen) Fermi-FlOssigkeiten ist dis spe- 

zifische W~rme der stark entarteten Fermionen durch das Gesetz des ide- 

alen Gases gegeben, wenn darin die Masse durch die effektive Masse m* 

der Quasiteilchen ersetzt wird: 

OCT) = 
VL 

O a b e i  i s t  

~_~ __-- ~t. 

die Zustandsdichte an der Fermi Grenze: 

~ 3 M'Lt~ ~nichtrelativistisch) 

~ ~ (extrem relativistisch) 

(6) 

FOr ~> lO 6 g/cm 3 sind die Elektronen immer extrem relativistisch, 

aber die Nukleonen bleiben nichtrelativistisch. Der Fermiimpuls der 

Neutronen ist durch ihre Anzahldichte bestimmt, welche ihrerseits durch 

die Zustandsgleichung gegeben ist. *) Der Fermiimpuls der Protonen 

(oberhalb ~ lO 14 g/cm 3 , wo die Kerne dissoziiert sind) wird durch 

die Bedingung des B-Gleichgewichts bestimmt (vgl. Abschnitt 4.2). 

*) Aus der Thermodynamik folgt 

d.h. 

Wenn wit ~(~ kennen, so sind 1)~ und damit "~)L~ bestimmt. 
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Grobe Werte sind (berechne diese for ein ideales Gemisch): 

A J (7) 
= 

Von jetzt an bezeichnet ~o immer die Dichte von Kernmaterie- 

~o = 2.8 x lO 14 g/cm 3" Die Landau-Parameter m~ und m; k~nnen im 

Prinzip mikroskopisch berechnet werden, aber ihre numerischen Werte 

sind sehr unsicher. In den numerischen Ergebnissen von [41] wird 

m~/mp = 1 und 

verwendet. 

Wenn die Nukleonen superfluid sind, so ~ndert sich die spezifische W~r- 

me unterhalb der Uebergangstemperatur T~ • (FOr Td-~ T c f~llt sie 

wie e- ~o/kT , wobei ~o die EnergielOcke bei T = 0 ist.) Diese, 

aus der Supraleitung bekannte Aenderung wird in Fig. 7.3 gezeigt. 

22 

1.8 

1./, 

1.0 

0.6 

0.2 
i w | I I I i 

C~/Cn 

0.2 0./, 0.6 0.8 1 

T / Tcrif 

Fig. 7.3. Superfluide spezifische W~rme, c s ~ in Einheiten 

der normalen spezifischen W~rme als Funktion der 

Temperatur in Einheitsn der kritischen Temperaturo 
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U n t e r h a l b  ~ lO 14 g/cm 3 k~nnen  auch  d i e  I o n e n  e i n e n  m e r k l i c h e n  8 e i -  

trag zur inneren Energie beisteuern. F~r den Grossteil der Kruste ist 

die Schmelztemperatur for das Ionengitter so hoch, dass die Ionen schon 

sehr frOh ein Gitter bilden. Die spezifische W~rme ist dann 

~(Ionen) = ~'~ i onen'~ ~J "~'~ (9) 

wobei die Debeye-Funktion die folgenden Grenzwerte hat: 

I 4 j ~¢A 

~X i 

Die Debeye Temperatur ~ ist relativ nahe bei Tp =~-mp/k 8 , 

mp = Plasmafrequenz der Ionen. Genauer findet man ~ 0,45 Tp . 

(io) 

D:_Swperfluidit~t 

Superfluidit~t von Neutronen und auch von Protonen kann wie in Supra- 

leitern und in Kernen dutch Paarungs-Wechselwirkungen zustandekommen. 

Bei relativ kleinen Dichten ist die 1S - Wechselwirkung haupts~chlich o 
attraktiv und kann zu einer s-Welle~ Paarung f~hren. Bei h~heren Dich- 

ten (kF> 1.6 ~m -1) wird die 1So-Wechselwirkung repulsiv, hingegen wird 

die 3P2-Wechselwirkung attraktiv, so dass p-Wellen Superfluidit~t zu- 

standekommen kann. 

Es ist schwierig, die EnergielScken zuverl~ssig zu berechnen, da diese 

z.B. exponentiell vonder St~rke der Wechselwirkung und den effektiven 

Massen abh~ngen. Fig. 7.4 zeigt ein typisches Resultat, zusammen mit 

den zugeh~rigen Uebergangstemperaturen. 
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Fig. 7.4. Dichteabh~ngigkeit der 1So- und 3P 2- EnergielOcken 

und Uebergangstemperaturen. 

(Adaptiert yon Ref. [~].) 

Diese Ergebnisse sollten ale vernOnftige Sch~tzungen eingestuft werden. 

Sie deuten ant dase die p-Wellen-Energiel~cken deutlich kleiner sind 

als for S-Wellen. (Wenn die Protonen superfluid sind, dann sind sie na- 

tOrlich auch supraleitendo Die Resultate von Fig. 7.4 deuten ant dass 

der Ginzburg-Landau Parameter for die Protonen viel gr~sser als i/~'~ 

let und deshalb bilden dieee einen Typ II Supraleitero) 

Wir haben bereits darauf hingewiesen, dass die epezifische W~rme der 

Nukleonen unterhalb der Uebergangstemperatur yon (5) abweicht. In Ab- 

schnitt 7.3 werden wit sehen, dass die EnergielGcken in den Anregungs- 

spektren der Nukleonen an den Fermigrenzen auch die inneren Neutrino- 

prozesee unterdrBcken. 

Fig. 7.5 zeigt die Beitr~ge zur spezifiechen W~rme fur Neutronenstern- 

materie bei ~ = lO 14 g/cm 3. (Die beiden Zustandsgleichungen BPS und 

PPS sind unterhalb ~o identisch.) 



368 

22 

21 

20 

19 

"-" 18 

E 

I?  

f-  16 
GJ 

15 
0 

14 

13 

12 

11 

10 

/ 

e -  

/ 
/ 

o 

o 

t e 

e I 
° "  

J 

/ 
/ 

/ 
J 

/ 
J 

/ 
J 

o'Ot Q 

° "  
°0 

I o 
, ,  

O 

e o 

e o 
O o 

e e 
J 

, o 

° °  

e e 

@0 

0 @ 

t 0 

superf[uid n 

ion ta ftice 

o"  

o" 
° ° 

o • 

i = 
o 

, o 

I T T 
S 6 7 8 9 

[og T (K) 

Fig. 7.5. Beitr~ge zur spezifischen W~rme f~r ~ = lOl4g/cm3. 

10 



369 

7.3 Neutrino-Abstrahlunq 

In diesem Abschnitt diskutieren wit die wichtigsten Neutrino-Emissions- 

prozesse. 

A. Elektron-Ionen Bremsstrahlunq 

In der Kruste ist dsr dominante Neutrinoprozess die Neutrino-Bremsstrah- 

lung bei der Coulomb-Streuung von Elektronen: 

Die Berechnung dieses Prozesses stellt keine prinzipiellen Probleme, so- 

lange man mit einer Genauigkeit innerhalb eines Faktors 2 zufrieden ist. 

NatOrlich muss man Abschirmungskorrekturen for das dichte Plasma in der 

Kruste des Neutronensterns anbringen. In [43] wurden noch weitere Viel- 

k~rpereffekte in Rschnung gestellt. Das folgende Resultat [44] 

~Ionen -- A ~D 
Z 2 

i s t  gen~gend genau.  Der Weft des F a k t o r s  ~ du tch  d i e  K r u s t e  w i r d  woh l  

am z u v e r l ~ s s i g s t s n  i n  [45 ]  b e r e c h n e t .  

B. Modifizierter URCA-Prozesa und Nukleon-Nukleon Bremsstrahlunq 

In Abwesenheit eines Pion-Kondensats sind die dominanten Neutrinopro- 

zesse im Innern: 

- modifizierter URCA-Prozess: n + n ~ n + p + e- ~e (13) 

- Neutrino-Bremsstrahlung in Nukleon-Nukleon St~ssen (auf Grund 

neutraler Stromwechselwirkungen): 

n + n ---~- n + n + ~ + 

n + p ---~ n + p + ~ ~- ~ 

(14) 

(is) 

Bevor wir auf diese Prozesse n~her eingehen, will ich zun~chst klar 

machen, warum die normalen URCA-Prozesse 

n ~  p + e + ~e ' e + p ~  n +'~ e 

in entarteter Materie ineffektiv warden. 
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Des B-Gleichgewicht verlangt for die chemischsn Potentiale ~ p ~ e "  

Oie Neutronen, welche auf Grund des Pauli-Prinzips Oberhaupt zerfallen 

k~nnen, befinden sich innerhalb ~ kT vonder Fermi-Fl~che und dassel- 

be gilt for das Proton und das Elektron im Endzustand des Zerfalls. De 

nun die Fermi-Impulse der Protonen und Elektronen klein sind im Ver- 

gleich zum Fermi-Impuls der Neutronen (vgl. Gl.(7), sind die Impulse 

aller Teilchen im Endzustand klein. Dies zeigt, dass der URCA-Prozess 

durch Energie- und Impulserhaltung stark unterdrOckt wird. Dies ist 

nicht mehr so, wenn - wie in (13) - sin weiteres Neutron am Prozess be- 

teiligt ist, welches Impuls und Energie aufnehmen kann. Denselben Ef- 

fekt h~tte auch sin Pion-Kondensat. 

Die Rechnungen [46] sind for alle drei Prozesse (13~ (14) und (15) sehr 

~hnlich. Als Beispiel bsspreche ich die Neutron-Neutron Bremsstrahlung 

(14) in einigem Detail. 

Wir mOssen die Feynman-Diagmmme in Fig. 7.5 auswerten. 

n - -  n . ~  } 

o/ 

Fig. 7.6. Feynman-Oiagramme for n-n-Bremsstrahlung. Die Punkte 

deuten jene Diagramme an, in denen das Neutrinopaar 

an den Obrigen ~usseren Beinen angeh~ngt ist. 

Die Amplitude for diesen Prozess ist sin Produkt yon drei Faktoren: 

Dem T-Matrixelement for die Streuung von Nukleonen auf der Massenschale 

(off-shell Effekte sind klein) in der N~he der Fermi-£nergie, einem 

Nukleonen-Propagator und einem Strahlungsmatri×element. 

FOr den schwachen Vertex gibt das Standard SU(2) x U(1) - Modell die 

folgende 4-Fermi-Wechselwirkung for jeden Neutrino Typ (N = p,n) : 
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WO 

= 

L. 
(17) 

FDr die Nukleonen benutzen wir sine nichtrelativistische Approximation. 

Der Nukleonenpropagator in Fig. 7.6 ist 

4 

aus 
(~ : ein - laufendes Neutron) 

Die Neutrinos sind thermisch: m ~kT . Wit entwickeln G 

von 1/m n und behalten nur den Term tiefster Ordnung 

in Potenzen 

~0 

(RDcks tosskor rek tu ren  zur ~ -  Lum inos i t~ t  s ind  ~ ( P F / m n ) 2 ~  20 % . )  

Nun m~ssen wir die n-n Wechselwirkung betrachten. 

Oer langreichweitige Anteil wird durch den l-Pionaustausch (OPE) Bei- 

trag dominiert. Da die beteiligten Nukleonen auf ein schmales Energie- 

band in der N~he der Fermioberfl~che beschr~nkt sind, ist es nahelie- 

gend, den kurzreichweitigen Anteil mit nuklearen Fermi-Fl~ssigkeits- 

parametern zu beschreiben. 

Oer OPE tr~gt auf Grund der langen Reichweite und seines Tensorcharak- 

ters am meisten zur Neutrinoluminosit~t bei. Die lange Rsichweite ist 

wesentlich, weil der mittlere Abstand zwischen benachbarten Teilchen 

in Neutronenstern-Materie relativ gross, n~mlich 2.2 fm ist. Oer Tensor- 

charakter erweist sich als wesentlich auf Grund der Struktur der schwa- 

chen Wechselwirkung (16), (17). Man beachte auch, dass die OPE-Wechsel- 

wirkung im Landau Limes k = 0 verschwindet. Oeshalb liegt beim skiz- 

zierten Procedere keine offensichtliche Doppelz~hlung vor. 
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Die Landau-Parameter sind for die Materie in Neutronensternen nicht gut 

bekannt. G15cklicherweise ist dies for unser Problem nicht sehr wesent- 

lich, da der OPE-Beitrag for die Neutrinoluminosit~t ausschlaggebend 

ist. In der Approximation (19) for den Nukleonenpropagator geschieht 

folgendes: 

(i) Oie Vektorbeitr~ge der schwachen Wechselwirkung heben sich weg und 

zwar sowohl f~r den OPE als auch fur die Landau-Wechselwirkung. 

Dies gilt for alle drei Prozesse (13), (14) und (15). 

(ii) FUr die n-n Bremsstrahlung gibt die Landau-Wechselwirkung auch kei- 

nen Beitrag zum axialen Teil der schwachen Wechselwirkung° (Dies 

ist f~r die beiden andern Prozesse nicht der Fall.) 

Damit tr~gt nur der OPE zur n-n Bremsstrahlung bei. Die Luminosit~t pro 

Volumen ist allgemein (vgl. Fig. 7.6) 

++ +.++ 

wo s ein Symmetriefaktor ist (gleich dem Produkt der Zahl der iden- 

tischen einlaufenden Teilchen und der Zahl der identischen auslaufenden 

Teilchen) und ~ das Produkt der statistischen Fermi-Dirac Faktoren 

bezeichnet. 

Da die Neutronen sehr nahe an der Fermi-Fl~che sind und die Neutrinos 

thermisch sind, kann man das Phasenraumintegral in guter N~herung in 

Winkel- und Energieintegrale faktorisieran. Oie gesamte Temperaturab- 

h~ngigkeit ist im folgenden Energieintegral enthalten: 

I 0 

Die Potenz von m im Integranden hat den folgenden Ursprung: 

- Lepton Matrixelement: 

- Nukleon Propagator: 

- Phasenraum: 

- Energieverlust: 

2 

i/m 2 

m3dm 

Dutch EinfBhrung von dimeneionslosen Variablen erh~lt man 
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I 4. 

~04 ~Lt) (22) 

In [46] werden verschiedene Korrekturen untersucht ( ~ - Austausch, Un- 

terdrOckung der kurzreichweitigen Anteile des OPE-Beitrages, etc.) mit 

dem folgenden numerischen Resultat f~r die Prozesse (13), (14) und (15): 

(23) 

Aus diesen Ausdr~cken entnimmt man, dass der modifizierte URCA-Prozess 

(fUr normale Nukleonen) dominiert. Man beachte auch die relativ starke 

Abh~ngigkeit yon der effektiven Masse. 

C. Neutrinoemission in Anwesenheit eines ~-Kondensats 

Im Inneren eines Neutronensterns ist der Unterschied der chemischen Po, 

tentiale yon Neutronen und Protonen nach Gl.(7) vonder Gr~ssenordnung 

d.h. vergleichbar mit der Masse des Pions. Men kann deshalb vermuten, 

dass die Selbstenergie der ~-Mesonen auf Grund der Wechselwirkung mit 

den Nukleonen der Umgebung (repulsive s-Wellen, attraktive p-Wellen) 

m~glicherweise dazu ausreicht, dass die ~-- Mesonen spontan erzeugt wer- 

den. Als Bosonen werden sie den energetisch gOnstigsten Mode makrosko- 

pisch besetzen. Ein solcher Zustand entspricht einem nichtverschwinden- 

den Erwartungswert des Pion-Feldes (weshalb eine globaie Eichsymmetrie 
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spontan gebrochen wird); im normalen Grundzustand, ohne Pionen, ver- 

schwindet dieser Erwartungswert° 

Verschiedene Rechnungen deuten an, dass bei ungef~hr doppelter Kern- 

dichte die Kondensation des geladenen ~-Feldes in Neutronenstern-Ma- 

terie einsetzt. M~glicherweise ist aber die kritische Dichte wesent- 

lich h~her (oder es gibt ~berhaupt keine Kondensation). FOr gute Ueber- 

sichtsartikel verweise ich auf [47] und [48]. 

Ich zeige nun mit einem einfachen Argument, dass ein ~-Kondensat die 

NeutrinokOhlung des Neutronensterns wesentlich beschleunigen wOrde° 

Im kondensierten Zustand sind die nukleonischen Quasiteilchen koh~ren- 

te Superpositionen von Neutronen und Protonen (d.h. die Protonen und 

Neutronen werden im Isospinraum rotiert)° Die Neutronenkomponente eines 

solchen Quasiteilchens u kann nun einen B-Zerfall machen, wodurch ein 

reiner Protonzustand entsteht, welcher einen nichtverschwindenden Ueber- 

lapp mit dem Quasiteilchen im Endzustand des Prozess 

hat. In diesem Zerfall nimmt das Quasiteilchen Energie und Impuls 

(~, ~) von den kondensierten Pionen au~und deshalb ist der Prozess 

(25) - im Gegensatz zum URCA-Prozess - nicht mehr unterdrOckt, sofern 

kF(U) ~ k/2 ist. Oiese Bedingung ist jedoch erfOllt,da der Wellen- 

vektor k des Pionmodes typisch ~ &O0 MeV/c ist. 

Ohne detaillierte Rechnungen kann man einsehen, dass der Prozess (25) 

ein sehr wichtiger KOhlungsmechanismus ist° Um dies zu zeigen, verglei- 

then wir (25) mit dem modifizierten URCA-Prozess (vgl° die folgenden 

Feynman-Oiagramme) • 

e" 

n R 

Man eruartet 

~W 

F.-u~c.~a, 

U ..._ 
r 

(~a, k ) 

n 

~r X Verh~ltnis der Phasenraum-Faktoren 
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wobei n ein Mass f~r die ~-Kondensation ist. 

Technisch ist n /n ~ ~2 , wo ~ der Winksl ist, welcher die chirale 

Rotation vom normalen in den kondensierten Zustand beschreibt. De das 

Zuschauer-Neutronim modifizierten URCA-Prozess zu einem zus~tzlichsn 

Phasenraum-Reduktionsfaktor (kT/EF)2 Anlass gibt, erwarten wir 

~."n" ~ ~" £)~ 

Dies w i rd  durch e ine  d e t a i l l i e r t s  Rechnung b s s t ~ t i g t .  

Man f i n d e t  [4g]  

Dies gibt 

~ U~Y-A 
(28) 

in Uebsreinstimmung mit unserer Absch~tzung (25)° 

In Abschnitt 7.4 werden wir die potentiell wichtige Rolle von ~ for 

die KOhlung diskutieren. 

D. Neutrino~~_~_~perfluide Nukleonen 

Die LBcken in den Anregungsspektren der Nukleonen an den Fermi-Fl~chen 

unterdr~cken die inneren Prozesse (13), (14) und (15), de die Zahl der 

thermischen Exitationen reduziert wird. FOr (14) ist der Reduktionsfak- 

tor exp (-2~/kT) und for (13) und (15) ist dieser gleich 

exp (-(~+~p)/kT) . (Die Temperaturabh~ngigkeit der EnergielOcken ist 

ungef~hr ~(T) ~ ~ (O)(1 - T/Tc)½ .) 

In [50] wurde darauf hingewiesen, dass for superfluide Neutronen zwei 

Quasiteilchen Anregungen in Neutrino-Pears zerfallen kOnnen. Ein aufge- 

brochenes "Cooper-Pear n rekombiniert, mit anderen Worten, und geht in 

das Kondensat Ober. (In gew~hnlichen Supreleitern erfolgt diese Rekom- 

bination dutch Phonon- und Photonemission.) Es ist sine hObsche Uebungs- 

aufgabe in BCS-Theorie die zugeh~rige Emissivit~t zu berechnen. *) 

In einem gewissen Tempereturintervall kann dieser Prozess wichtiger 

werden als die Bremsstrahlung in der Kruste. 

*) s. n~chste Seite. 
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7.4 KOhlun~skurven 

Nun sind wir in der Lage, KOhlungskurven zu berechnen. Zuerst mache ich 

eine einfache Absch~tzung. Wir betrachten einen homogenen Stern 

( ~ = const.) yon normalen Nukleonen ohne ~-Kondensato Dann dominiert 

der modifizierte URCA-Prozess und die inhere Temperatur ~ndert sich ge- 

m~ss (wir ignorieren die ART for den Moment) 

_ ~ ~ ~uec_.~ (29) 

wo c die spezifische W~rme der normalen Neutronen ist. 8enutzen wir 
n 

(23), (5), (6) und (7), sowie m* /m = 1 , m*n/m n = 0.8, so erhalten 
P P 

wit aus (29) 

__ ~ ~ ~.~xl~'~~__5/" I~ (301 

unabh~ngi 9 von M . Aus dieser Differentialgleichung erhalten wir for 

die KOhluhgszeit ~t von einer Anfangstemperatur T(i) bis zu einer 

*) Das nichtrelativistische Neutronen-Feld ist 

Die Bogoliubov-Transformation auf die Quasiteilchen lautet 

Deshalb ist z.B. das Fermi-Matrixelement 

V 
quasi-Teilchen 
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Endtemperatur T(f )  = 

(3z) 

Als B e i s p i e l  w~hlen wir  T ( i )  = lO MeV , ~ /~o  = 1 . Dann i s t  

(32) 

Dieses Resultat ist in Fig. 7.7 aufgetragen, wobei noch die Beziehung 

zwischen Innen- und Oberfl~chentemperatur von Fig. 7.2 benutzt wurde. 

FOr das Alter des Krebs-Pulsars ( t = 2.g x lolOsec) erh~lt man 

T 9 (f) = 0.286 , entsprechend einer Oberfl~chentemperatur 

T ~ 2.0 x 106K , welche etwas tiefer ist als die beobachtete obere 
s 

Schranke. 

Allgemein relativistische Korrekturen for die KOhlungskurven wurden in 

[51] studiert. FUr ein homogenes Modell k~nnen sie analytisch berech- 

net werden. Das Resultat for die Temperatur TOO , welche von einem ent- 

fernten Beobachter bestimmt wird, ist ebenfalls in Fig. 7.7 angegeben. 

T==(K) 

10 6 

10 s. 

| l J ' | | ! 

lo-' ~ 4 ° lo' 1~' ,~' ~'  ~o ~ ~ '  ~ '  lo' 
Time ( years ) 

Fig. 7.7. 8eobachtete Temperatur T~ als Funktion der Zeit 

f~r ein homogenes Sternmodell mit normalem Nukleonen 

und ohne Pionkondensat. Die untere Kurve schliesst 

allgemein relativistische Korrekturen ein. 
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Fig. 7.8 zeigt die Resultate [41] for ein Sternmodell mit M = 1.25 M@, 

welches auf der steifen PPS-Zustandsgleichung beruht. Dabei wurde 

B = 0 gesetzt und angenommen, dass die Nukleonen nicht superfluid 

sind. FOr die ersten paar tausend Jahre stimmt diese Kurve praktisch 

vollst~ndig mit der unteren Kurve von Fig. 7.7 Oberein. Die oberen 

Grenzen, welche in der Tabelle 1 aufgefOhrt wurden, sind in Fig. 7.8 

ebenfalls angegeben. Man sieht, dass die theoretische Kurve ohne exo- 

tische Materie mit den Beobachtungen vertr~glich ist, ausgenommen viel- 

leicht fur SN 1005 . 

Fig. 7.8. Beobachtete Temperatur T~ als Funktion der Zeit 

fur ein Sternmodell mit M = 1.25 M@ , basierend auf 

der PPS-Zustandsgleichung, B = 0 und ohne Super- 

fluidit~t. (Adaptiert yon E41]). Dis oberen Grenzen 

Jon Tabelle 1 werden ebenfalls gezeigt. 
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In Fig. 7.9 sisht man, wie stark die Resultate von Fig. 7.8 ge~ndsrt 

werden~ wenn Magnetfelder und/oder Superfluidit~t berOcksichtigt werden. 

Fig. 7.10 zeigt die KOhlungskurvsn for ein glsichmassives Sternmodell, 

welches aber ~uf der weichen PBS-Zustandsgleichung beruht° Die verschie- 

denen Kurven entsprechen unterschiedlichen Annahmsn Ober ~-Kondensation, 

Magnetfelder und Superfluidit~t. In den unteren vier Kurven ist sine 

x-Kondensation for ~ o  angenommen. Oa for dis weichs Zustandsglei- 

chung die zentrale Dichte hoch ist (2.7 x lO 15 g/cm 3) , spielt in die- 

sem Fall die ~-Kondensation, wie erwartst, eine dramatische Rolls. FOr 

die steife Zustandsgleichung ist die zsntrals Dichte lediglich 

3.8 x lO 14 g/cm 3 und es ist deshalb unwahrscheinlich, dass sin ~-Kon- 

densat entsteht. 

To= ( KI)o71 

B=ld2G ~ 

lOS w i t h  - -  

i 6 i ! ; 

1=0 -z 10" 100 10' 10' 10 ] 1'0 t" ;05 

Time (years) 

nl superf. 

ifh superf. 

Fig. 7.9. Variationen des Resultate von Fig. 7.8, wenn Magnet- 

felder und/oder Superfluidit~t berBcksichtigt werden. 

Die Superfluidit~t spielt sine wichtigere Rolls for die steife Zustands- 

gleichung, da dann sin bstr~chtlicher Anteil im relevanten Dichtebereich 

iet. 

Magnetfelder wurden, wie schon frBher betont~ nur grob berOcksichtigt 

und die Resultate dafOr haben nur sine qualitative Bedeutung. 
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Oie Abh~ngigkeit vonder Gesamtmasse ist nicht stark, wie man yon der 

homogenen Modellrechnung (s. oben) erwarteto 

T®(K) I 

lO, o=,u o: , ,  

10 ! | ! ! = l l ~ I = l 
-2 10-1 10 o 101 10 2 10 3 10 ~' 10 10 10 ? 10 a 

~me (years) 

Fig. 7.10. Beobachtste Temperatur To@ als Funktion dsr Zeit 

fur ein Stsrnmodell mit M = 1°25 M 8 , basierend auf 

der weichen BPS-Zustandsgleichung, unter verschie- 

denen Annahmen Ober ~-Kondensation, Magnetfelder 

und Superfluidit~t. (Adaptiert yon [~].) 

Zur Zeit sind die oberen Schranken (Tabelle l) fSr die Temperaturen 

konsistent mit Neutronenstern-Modellen ohne exotische Materie (~-Kon- 

densation, Quark-Phase, etc.). Dies k~nnte sich erst ~ndern, wenn es 

m~glich w~rde, diese oberen Limiten drastisch zu senken. 

Ich habe die K~hlung von Neutronensternen deshalb so ausf~hrlich be- 

sprochen, um an einem Beispiel zu illustrieren, wie verschiedenartige 

physikalische Disziplinen bei astrophysikalischen Problemen meist 

gleichzeitig zur Anwendung kommen. 



K A P I T E L VII 

R 0 T I E R ENDE S C HWA R Z E LO E C H E R 

Einleitun 9 

Alle Sterne rotieren mehr oder weniger schnell. Falls sich beim Gravi- 

tationskollaps ein Horizont bildet, wird deshalb nie ein Schwarzschild- 

Loch entstehen. Man wird erwarten, dass sich der Horizont auf Grund yon 

Gravitationsstrahlung rasch einem station~ren Zustand n~hert. Oie Geo- 

metrie des station~ren schwarzen Loches wird aber nicht mehr sph~risch 

symmetrisch sein. 

Die station~ren schwarzen L~cher sind uns alle bekannt. Ueberraschender- 

weise bilden diese lediglich eine drei-parametrige Familie, welche wir 

unten in analytischer Form angeben werden. Die drei Parameter in dieser 

Kerr-Newman Familie sind die Masse, der Drehimpuls und die elektrische 

Ladung. Diese Gr~ssen k~nnen im Prinzip alle durch einen asymptotischen 

Beobachter bestimmt werdeno 

Wenn also die Materie hinter einem Horizont verschwindet, so sieht man 

yon ihren individuellen Charakteristiken im Aussenraum fast nichts mehr. 

Insbesondere l~sst sich nicht sagen, wieviele Baryonen hinter dem Hori- 

zont verschwunden sind. *) Es geht demnach eine ungeheure Information 

*) Daf~r ist aber wesentlich, dass die 8aryonzahl nicht zu einer unge- 
brochenen lokalen Symmetrie geh~rt. (Sonst mSsste sie sich, wie die 
elektrische Ladung, im Aussenfeld ~ussern.) DafBr spricht aber ein be- 
kanntes Argument von Yang und Lee: Das zu B geh~rige masselose Eich- 
boson m~sste ungeheuer schwach an die Materie koppeln, sonst erg~be 
sich ein Widerspruch zum EStvos-Dicke-Experiment (Uebungsaufgabe). 
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verloren. Masse, Drehimpuls und elektrische Ladung charakterisieren das 

Feld im Aussenraum vollst~ndig. Dies veranlasste J.A. Wheeler zur Be- 

merkung "A black hole has no hair", und die obige Aussage wird h~ufig 

ale das "no hair-Theorem" bezeichnet. Sein Beweis ist schwierig und die- 

ser wurde erst im Laufe einer Reihe von Jahren erbracht, wobei verechie- 

dene Autoren (Israel, Carter, Hawking, Robinson) wichtige Bausteine ge- 

liefert haben. (Im geladenen Fall ist der Beweis noch nicht vollst~ndig 

erbracht; fur sine eingehende Diskussion und Referenzen auf die Origi- 

nalliteratur verweise ich auf [21], Kaptel VI.) 

Bis jetzt gibt es leider keinen physikalisch sehr natUrlichen Weg, um 

zur Kerr-Newman L~sung zu gelangen. Diese wurde ursprUnglich [52] mehr 

oder weniger zuf~llig gefunden und ihre physikalische Bedeutung wurde 

erst sparer erkannt. In den kurzen Mitteilungen [53] wurde gezeigt, wie 

man die Kerr-Newman L~sung durch eine komplexe Koordinatentransformation 

aus der Schwarzschild LUsung, bzw. der Reissner-Nordstr~m L~sung (gela- 

dene Schwarzschild LSsung), erraten kann. Die Kerr-Newman Familie findet 

man auch in einer systematischen Studie [5~von algebraisch entarteten 

L~sungen der Einstein-Maxwell Gleichungen. 

Der physikalisch bis jetzt natUrlichste Weg zur Kerr-LSsung (Ladung 

gleich Null) zu gelangen, wird in [21], Abschnitt 7.4. beschrieben. 

Die Schwarzschild-L~sung ist natUrlich in der Kerr-Familie enthalten. 

Sie ist die einzige statische LSsung. Ale Korollar des "no hairmTheo- 

rems ergibt sich deshalb die Aussage: Jedes statische ungeladene schwar- 

ze Loch ist ein Schwarzschild-Loch und ist also automatisch sph~risch 

symmetrisch. (Dieser Satz von Israel war historisch der Ausgangspunkt 

fur die Entwicklung, welche zum "no-hair"-Theorem fUhrte.) 

1. Analytische Form der Kerr-Newman Familie (G = c = l) 

Wir geben die L~sung in den sog. Boyer-Linquist Koordinaten [t,r,&/,@] 

an. Sie enth~lt drei Parameter M, a,Q, welche wir weiter unten inter- 

pretieren werdeno Im Folgenden benutzen wir h~ufig die AbkUrzungen: 

Die Metrik lautet ¢#'- 
(2) 
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und das elektromagnetische Feld ist gegeben durch 

+ 

Spezialf~lle sind 

Q =a = 0 : 

a = O : 

Q =0 : 

Schwarzschild-Lfisung 

Reissner-Nordstrfim-Lfisung 

Kerr-Lfisung 

(3) 

2. Asymptotische Felder, g-Faktor des schwarzen Loches 

Um die Parameter M, a und Q zu interpretieren, bestimmen wit die 

asymptotische Form der Felder. Die fOhrenden Terme in einer Entwicklung 

nach Potenzen von 1/r geben ffir die Metrik 

C~) 

FBhren wir "Cartesische" Koordinaten 

ein, dann wird g yon der allgemeinen Form (IV.59). Dort wurde durch 

Bildung der Flussintegrale fur Energie und Drehimpuls gezeigt, dass M 

die gesamte Masse (Energie) und 

S = a m (5) 

der totale Drehimpuls ist (welcher mit einem Kreiselkompass bestimmt 

werden kann). 

Die asymptotische Form der elektrischen und magnetischen Feldkomponen- 

ten in den r, ~ und @ Richtungen sind 
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~= ~ = . ~ =  ~c~ 
~ e .  ~q~ = 0 

(6) 

~ . =  ~ .  ~..,._ ~ ' ~  

~ . = ~ =  ~.,,. _ ~  ~-~c~ 
~,= ~.q..~.- ~ - o 

-I-- 

(~3 

Das elektrische Feld ist asymptotisch radial und das zugeh~rige Gauss- 

sche Flussintegral *) ist 4~Q . Dies zeigt, dass Q die Ladun~ des 

schwarzen Loches ist. 

*) Allgemein ist 

: raumartige Hyperfl~che. 
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Das B-Feld ist asymptotisch ein Dipolfeld mit dem Dipolmoment 

Man erh~lt also das vollst~ndig unerwartete Resultat: 

wie beim Elektron ' 

(8) 

(9) 

3. Symmetrien von g 

Die metrischen Koeffizienten sind unabh~ngig von 

deutet, dass 

t und @ . Oies be- 

(lo) 

Killingfelder sind (LKg = L~ g = 0 ) . 

Die Skalarprodukte der Killingfelder sind 

(n) 

Diese Skalarprodukte haben eine intrinsische Bedeutung. Die Formeln 

zeigen, dass die Boyer-Linquist Koordinaten in hohem Masse adaptiert 

sind, Sis bilden die natOrliche Verallgemeinerung der Schwarzschild- 

Koordinaten. 
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4. Statische Grenze und station~re Beobachter 

Ein Beobachter, der sich l~ngs einer Weltlinie mit konstanten r, 

und uniformer Winkelgeschwindigkeit bewegt, sieht sine sich unver~ndern- 

de Raum-Zeit Geometrie (station~rer Beobachter). Seine Winkelgeschwin- 

digkeit, die im Unendlichen gemessen wird, ist 

..~'~.= ,.~ =-. ~ ~- LL ~ ul.: 4er-Geschwindigkeit 

(12) 
Dis 4er-Geschwindigkeit des station~ren Beobachters ist proportional 

zu einem Killing-Feld: 

~c ~ -  'If ~-~2~II  (131 

N a ~ r l i c h  muss K + - ~ - ~  z e i t a r t i g  se in :  

Die linke Seite verschwindet fur 
=| 

= - 

Es sei m = - gt@/g~ ; dann gilt 

(14) 

(is) 

Beachte, dass 

(16) 

Wit nehmen a~ 0 an. Offensichtlich ist ~min = 0 

gtt = 0 ist, d.h. for 

genau dann, wenn 
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Wit setzen voraus, dass M2> Q2+ a 2 ist; andernfalls liegt eine nack- 

te Singularit~t vor (siehe unten). 

Ein Beobachter ist statisch (relativ zu den "Fixsternen'~ wenn -~= 0 , 

d°h. u~ K isto Statische Beobachter existieren nur ausserhalb der 

statischen Grenze ~r = ro(~)~ . An der statischen Grenze wird K 

lichtartig. Dort mOsste sich ein Beobachter also mit Lichtgeschwindig- 

keit bewegen, um relativ zu den Fixsternen in Ruhe zu bleiben° 

Wir betrachten noch die Rotverschiebung, welche ein asymptotischer Beo- 

bachter fSr das Licht von einer ruhenden Quelle (u = K ~-~ ) ausserhalb 

der statischen Grenze feststellt. Wir hatten die Formel 

~ ~ ~ 4 ~ an der statischen Grenze 

5. Horizont, Ergo-Sphere 

~min und'~max falien f~r 2= gtt/g@@ 

Oann ist 

zusammen. 

Da nach Definition~ m 2= gt@/g@@2 2 , gilt in dieser Situation 

g@@ gtt = gt@ ' oder 

_ C 

Dies iet gleichbedeutend mit 

l °l (19) 

d.h° 

(20) 

Wit werden in Absohnitt 8 sehen, dass diese Fl~che ein Horizont iet, 

eofern M 2 ~ a2+ Q2 ist° Das Gebiet ~wischen der statischen Grenze und 

diesem Horizont iet die sog. Erqo-Sph~re (aus Gr~nden, die noch klar 

werden). Die statische Grenze und der Horizont ber~hren einander an den 
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Polen (vgl. Fig. 1). 

I 

Horizont 

Ergo-Sphere 

statische Grenze 

Fig. 1. Schnitt durch Rotationsachse einer Kerr-Newman LSsung 

Innerhalb der Ergosph~re ist K raumartig. "Alle Pferde des K~nigs" 

kSnnen es nicht verhindern, dass ein Beobachter um das Loch rotieren 

muss. FOr a = Q = 0 (Schwarzschild-L~sung) verschwindet die Ergo- 

sphere. 

Nach dem bereits Angef~hrten ist die Winkelgeschwindigkeit-~ am Ho- 

rizont 

oder, mit dem Ausdruck (20) 

(21) 

Die statisch~ Grenze ist zeitartig ~ie Normalenvektoren sind raumartig), 

ausser an den Polen. Deshalb kann man diese Fl~che in beiden Richtungen 

durchqueren° 
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5° Koordinatensingularit~t am Horizont, Kerr-Koordinaten 

FOr ~ = 0 sieht die Kerr-Metrik in den Boyer-Linqvist-Koordinaten sin- 

gul~r aus. Dies ist aber wieder lediglich sine Koordinaten-"Singularit~t", 

wie wir durch eine Koordinaten-Transformation auf die sogenannten Kerr- 

Koordinaten zeigen. Diese neuen Koordinaten sind Verallgemeinerungen 

der Eddington-Finkelstein Koordinaten und durch die folgenden Gleichun- 

gen definiert : 

Z~ 

d ) =  te+  (2=) 
zx 

(Man beach te ,  dass d ie  ~usseren D i f f e r e n t i a l e  der rech ten  Se i ten  v e r -  

schwinden . )  Die M e t r i k  s c h r e i b t  s i ch  in  den neuen Koord ina ten  
#%. 

(V, r , & ,  ~) so:  

Dieser Ausdruck ist beim Horizont ~ = 0 regular. Anstelle von 

wird h~ufig auch ~:=~ - r verwendet. Die Killing-Felder 

lauten in den Kerr-Koordinaten 

(23) 

V 

K und K 

(24) 

7. Singularit~t der Kerr-Newman Metrik 

Die Kerr-Newman Metrik hat eine echte Singularit~t, welche for 

M2> a2+ Q2 innerhalb eines Horizonts liegt. Diese hat eine etwas kom- 

plizierte Struktur. FOr eine detaillierte Oiskussion verweise ich auf 

das Buch von Hawking und Ellis [15], Abschnitt S.6, wo auch die maxima- 

le analytische Fortsetzung der Kerr-L~sung besprochen wird. Da diese As- 

pekte keine astrophysikalische Bedeutung haben, gehen wir nicht n~her 
darauf ein. 
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Stafische Gr 

8. Struktur der Lichtkegel 

Oie Struktur der Lichtkegel hilft sehr zur Veranschaulichung der Raum- 

Zeit-Geometrie. Wir wollen diese in der Aequatorebene genauer anschauen 

(vgl. Fig. 2). Jeder Punkt in dieser Ebene stellt eine Integralkurve 

des Killing-Feldes K dar. In Fig. 2 sind die Wellenfronten von Licht- 

signalen eingezeichnet, die, von den markierten Punkten ausgehend, zu 

einer etwas sp~teren Zeit gebildet werden. 

391 

Fig. 2. Struktur der Lichtkegel in der Aequatorebene eines 

Kerr-Newman Loches. 

Wir notieren die folgenden Tatsachen: 

(i) Oa K ausserhalb der statischen Grenze zeitartig ist, liegen die 

emittierenden Punkte innerhalb der Wellenfronten. 

(ii) An der statischen Grenze wird K lichtartig; deshalb liegt der 

Emissionspunkt auf der Wellenfront. 

(iii) Innerhalb der Ergo-Sphere ist K raumartig und folglich liegen 

die emittierenden Punkte ausserhalb der Wellenfronteno 
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(iv) Bei r = r+ ist K immer noch raumartig, aber die Wellenfronten 

zu einem Emiesionspunkt auf diessr Fl~che liegen ganz innerhalb der 

Fl~che, bis auf einen BerOhrungspunkt (Uebungsaufgabe). Dies zeigt, 

dass die Fl~che ~r = r+~ sin Horizont ist. Man zeige auch, dass der 

Horizont eine lichtartige Fl~che ist, welche bezOglich K und ~ inva- 

riant ist. 

9. Penrose-Mechanismus 

Da K innerhalb der Ergo-Sphere raumartig ist, kann man im Prinzip 

Energie aus dem schwarzen Loch extrahieren, wodurch die Winkelgeschwin- 

digkeit verringert wird und damit die Ergo-Sphere kleiner wird. 

Man stelle sich zoB° sin StOck Materie vor, welches von weit weg in die 

Ergosph~re f~llt (vgl. Fig° 3) und dort in zwei Bruchst~cke so zerf~llt, 

dass folgendes gilt: 

Fig. 3. 

Ergo-Sphere 
P2 

Penrose-Mechanismus. 

El:= (Pl,K) ~ 0 , wobei P' Pl und P2 die jeweiligen 4er-lmpulse be- 

zeichnen; P = Pl + P2 " Nun ist wesentlich, dase (p,K) l~ngs 8iner 

Geod~te konstant ist, denn es gilt: 

o = ±~_ u~ a" L k / s .  ~ k%e5 - o .  
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Das Skalarprodukt (p,K) ist zudem die asymptotische Energie des Teil- 

chens. Da E:= (p,K) = (Pl,K) + (P2,K) , sehen wird, dass 

E 2 := (P2,K) > E isto Deshalb kann das zweite BruchstOck die Ergo- 

Sphere verlassen und eine gr~ssere Energie wegtragen als sie das ein- 

fallende StOck Materie hatte. (Dieser Prozess l~st ein for allemal 

gleichzeitig das Energie- und das Abfallproblemo) 

lO° Der 2. Hauptsatz der Physik der schwarzen L~cher 

Die allgemeinste Form des sogo 2. Hauptsatzes wurde von Hawking bewie- 

sen. Dieser lautet 

2. Hauptsatz: Bei allen (klassischen) Wechselwirkungen yon Strahlung 

und Materie mit schwarzen L~chern kann die gesamte Fl~che der R~nder 

dieser L~cher (gebildet durch ihre Horizonte) nie abnehmen. 

Einen Beweis dieses Satzes findet man im Buch von Hawking und Ellis [15]o 

Die Einschr~nkung auf "klassische" Wechselwirkungen bedeutet, dass wir 

die Aenderungen der Quantentheorie der Materiefelder in den starken 

~usseren Gravitationsfeldern eines schwarzen Loches nicht in Rechnung 

stellen. F~r makroskopische schwarze L~cher ist dies auch vollumf~ng- 

lich gerechtfertigto (Sollte es aber Minil~cher geben, so w~ren Quanten- 

effekte - wie zoB. spontane Strahlung - wesentlich°) 

Der zweite Hauptsatz impliziert speziell, dass beim Zusammenstoss von 

zwei sehwarzen L~chern und ihrer Verschmelzung zu einem einzigen Loch 

dessen Oberfl~che gr~sser ist ale die Summe der Oberfl~chen der Ereig- 

nishorizonte der beiden urspr~nglichen LScher (vglo Fig. 4). 
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o 

/ 

Fig. 4.  Illustration des 2. Hauptsatzes. (Verschmelzung von 

zwei schwarzen L~chern.) 

Anwendunqen: FUr ein Kerr-Newman Loch findet man for die Oberfl~che 

leicht (Uebungsaufgabe): 

C25) 

Wir setzen 
Z 

( 2 6 )  

Oamit k~nnen wir (25) in der folgenden interessanten Form schreiben 
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I 
"elektromagnetische 
Selbstenergie" 

(2?) 

"Rotationsenergie" 

Die "irreduzible Masse" M kann nach dem 2. Hauptsatz bei Wechsel- 
zrr 

wirkungen eines einzelnen Loches mit Materie und Strahlung nicht ab- 

nehmen. Deshalb ist die maximale Energieextraktion f~r Q = 0 : 

(2~) 

Da a2~ M 2 bedeutet dies 

(29) 

Nun betrachten wir zwei Kerr-L~cher, welche zusammenstossen und zu ei- 

nem einzelnen Loch verschmelzen (vgl. Fig. 4), welches schliesslich 

stationer wirdo Der 2. Hauptsatz f~hrt zur Ungleichung 

Also gilt 

(3o) 

Ist speziell M 1 = M 2 = : ½~ , a I = a 2 = a = 0 , dann gilt 

M2~j 2(½~) 2 , d.h. M>~/ ~ 2 , und folglich 

Grunds~tzlich kann also sehr viel Energie freigesetzt werden° 

(31) 
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Man muss sich fragen, ob die Kerr-L~sung stabil ist° Die lineare St~- 

rungstheorie dieser L~sung wird von Chandrasekhar ausfOhrlich in [21], 

Kapitel 7, entwickelt. 

ll. Bemerkungen zum realistischen Kollaps 

Ueber den realistischen Kollaps l~sst sich nicht viel Zuverl~ssiges 

sagen. Zwar s±nd auch for den nichtsph~rischen Fall Computersimulatio- 

nen in Vorbereitung, aber es wird noch einige Zeit dauern, bis uns die- 

se sin zutreffendes Bild geben werden und Fragen der folgenden Art be- 

antworten k~nnen: Wann wird (wenn ~berhaupt) aus dem core einer Super- 

nova-Explosion ein schwarzes Loch entstehen ? Wieviel Masse wird aus 

den ~usseren Schichten des kollabierenden Sternes ausgestossen ? Wie- 

viel Gravitationsstrahlung und wieviel Neutrino-Strahlung wird dabei 

entstehen ? Wie h~ngen die Antworten auf diese Fragen vonder Masse und 

vom Orehimpuls des Sterns im pr~supernoven Stadium ab ? Welches ist der 

Einfluss der Magnetfelder ? 

Zur Zeit lassen sich etwa die folgenden qualitativen Bemerkungen zum 

realistischen Kollaps machen: 

(1) Oie Bildung von gefangenen Fl~chen *) ist ein stabiles Ph~nomen. 

*) Oies ist eine geschlossene raumartige zweidimensionale Fl~che mit 
der Eigenschaft, dass sowohl die dazu normal einlaufenden, als auch 
die normal auslaufenden zukunftsorientierten Nullgeod~ten konvergieren. 
Dies bedeutet folgendes: Stellt man sich vor, dass diese zweidimensio- 
nale Fl~che instantan aufleuchtet, dann wOrden die Fl~chen der einlau- 
fenden und der auslaufenden Wellenfronten abnehmen. Die auslaufende 
Wellenfront words damit nach endlicher affiner Distanz vollst~ndig zu- 
sammenschrumpfen und damit natOrlich auch die vonder gefangenen Fl~che 
eingeschlossene Materieo 

Man gebe Beispiele yon gefangenen Fl~chen for die Schwarzschild- und 
die Kerr-L~sung an. 
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Aus der Stabilit~t der Cauchy-Entwicklung (vgl. [15], ~ 7.5) folgt 

n~mlich, dass sich sine gefangsne Fl~che immer noch bilden wird, wenn 

die Abweichung vom sph~risch symmetrischen Kollaps nicht zu gross ist. 

Gem~ss einem allgemeinen Theorem von Hawking und Penrose [15] muss 

dann auch e~ne Singularit~t entsteheno Nach der (unbewiessnen) Hypothe- 

se der "kosmischen Zensur" sollte diese hinter einem Herizont verbor- 

gen sein. Wenn dies so ist, so w~re demnach nicht nur die Entstshung 

von Singularit~ten, sondern auch die Bildung von Horizsnten ein sta- 

biles Ph~nomen. 

(2) Gmfangene Fl~chen, und damit Singularit~ten und Hsrizonte, werden 

vermutlich dann gebildet, wenn sine Massenansammlung so kompakt ist, 

dass der Umfang in jeder Richtung kleiner als ~ 2~ (2 GM/c 2) ist. 

Die gefangene Fl~che ist dann innerhalb des Horizontso 

(3) St~rungsrechnungen deuten darauf hin, dass sich sin formiertes 

dynamisches schwarzes Loch sehr schnell (in ~ lO -3 s (M/M@)) einem 

station~ren Zustand n~hert. Defer sind die Emission von Gravitations- 

wellen, aber auch deren teilweise Absorption durch des schwarze Loch 

wesentlich° Danach ist das Loch sin Mitglied der Kerr-Newman Familie 

und somit durch Masse, Drehimpuls und elektrische Ladung (welche in 

Wirklichkeit praktisch verschwinden d~rfte) charakterisiert. Dies sind 

die einzigen Merkmale, die vonder Vorgeschichte ~brigbleiben° Es gibt 

aber keine zuverl~ssigen Rechnungen fur die bei diesem Relaxationspro- 

zess emittierte Gravitationsstrahlung° 

Zusammenfassend l~sst sich also folgendes sagen: Geleitet durch des 

sph~risch symmetrische Bild, eine Mischung von strengen mathematischen 

Deduktionen, physikalischen Argumenten, E×trapolationen von st~rungs- 

theoretischen Rechnungen und blindsm Vertrauen haben wir sin grobes 

Bild vom realistischen Kollaps gewonnen. Es bleibt der Zukunft Ober- 

lassen, dieses zuvsrl~ssiger und detaillierter zu gestalten. 

Wenn sin sehwarzes Loch von Materie umgeben ist,die z°B. yon einem nor- 

malen Stern etammt, welcher mit dem schwarzen Loch ein enges bin~res 

System bildet, dann wird diese yon ihm angesaugt und dabei so sehr er- 

hitzt, dass sine starke R~ntgenquelle entstehen kann. Diese Bemerkung 

leitet zum n~chsten Kapitel ~ber, in welchem wir unter anderem die 

GrOnde diskutieren werden, welche for die Existenz eines schwarzen 

Loshes in der R~ntgenquelle Cyg X-1 sprechen. 



K A P I T E L VIII 

B I NA E R E ROE N T GE NQ UE L LE N 

l° Kurze Geschichte der R~ntgen-Astronomie 

Die aus dam Weltraum kommende R~ntgenstrahlung wird vonder Erdatmo- 

sphere vollst~ndig absorbiert. Deshalb konnte sich die R~ntgenastrono- 

mie erst entwickeln, ale es m~glich wurde, Messinstrumente mit Ballons 

in die oberen Schichten der Erdatmosph~re zu tragen oder mit Raketen 

in den Raum hinaus zu schiessen. Zun~chst richtete man die R~ntgendetek- 

toren auf die Sonne und so wurde lg48 erstma~ die solare R~ntgenstrah- 

lung nachgewiesen. 

Mit wesentlich verbesserten Detektoren wurde im 3uli 1962 erstmals ei- 

ne Punktquelle auseerhalb des Sonnensystems entdeckt. Diese befindet 

eich im Sternbild Skorpion und dashalb bekam eie den Namen Sco X-l. 

Das "R~ntgenfenster" wurde aber erst richtig ge~ffnet als die NASA den 

berOhmten Satelliten UHURU am 12° Dezember lg70 vonder KOste von Kenia 

aus startete. (Uhuru bedeutet auf Kisuaheli "Freiheit"; dieser Name 

wurde gew~hlt, weil der Start am Unabh~ngigkeitstag des jungen Staates 

erfolgte.) Innerhalb von weniger als zwei 3ahren fand man mit diesem 

R~ntgensatelliten ungef~hr hundert galaktische und etwa f~nfzig extra- 

galaktische R~ntgenquellen. (Der Spektralbereich von UHURU betrug 

2-20 keV.) Einige der Punktquellen zeigten periodische, schnell wieder- 

kehrende R~ntgenblitze (R~ntgenpulsare). [in berOhmtes Beispiel ist 

Herkules X-1 mit der Periode P = 1.24 e . Dieser Zeitabstand wird aber 

nicht streng eingehalten, sondern ~ndert sich mit einer Periode von 

1.70017 Tagen, was darauf zur~ckzufOhren ist, dass Her X-1 Mitglied 

eines engen Bin~rsystems ist. Wir kennen heute zahlreiche Systeme die- 

ser Art, bei denen auch der optische Partner eindeutig identifiziert 

ist. 

Mit UHURU wurde auch die v~llig irregul~r und sehr rasch fluktuierende 

R~ntgenquelle Cyg X-1 entdeckt, welche wahrscheinlich ein echwarzes 

Loch beherbergt (vgl° Abschnitt 5). 
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Mit Hilfe von weiteren Satelliten (ANS, SAS-3, 0S0-8, etc.) entdeckten 

die Astronomen in den Jahren 1975 und 1976 eine neue Klasse von R~ntgen- 

quellen, die sog. 8urster. Bei diesen handelt es sich um kurzzeitige 

Ausbr8che von R~ntgenstrahlung aus Quellen nahe dem Zentrum unserer Ga- 

laxie oder in Kugelsternhaufen. Diese wiederholen sich in unregelm~s- 

sigen Abst~nden, die zwischen mehreren Stunden und einigen Tagen betra- 

geno Typischerweise erreicht die Intensit~t bei einem solchen Ausbruch 

nach wenigen Sekunden ihr Maximum und f~llt danach etwa innerhalb ei- 

ner Minute auf ihren alten Wert zur~cko In einem Ausbruch werden etwa 

lO 3g erg abgestrahlt. (Dies ist etwa gleichviel wie die Sonne in unge- 

f~hr zwei Wochen aussendet.) 

Die Instrumente, mit denen die erw~hnten Satelliten ausgerBstet waren, 

besassen alle nur eine relativ geringe Empfindlichkeit, so dass sie 

nur die st~rksten Quellen erfassen konnten. Mit dem Start des "Einstein- 

Observatoriums" im November 1978 haben die Astronomen nun ein R~ntgen- 

teleskop zur VerfOgung, das etwa so empfindlich ist wie optische und 

Radioteleskope in ihrem jeweiligen Spektralbereich. Damit wurde in et- 

wa 15 Jahren im R~ntgenbereich eine Entwicklung vollzogen, die ver- 

gleichbar ist zum Fortschritt der optischen Astronomie von Galileis 

Fernrohr bis zum FBnf-Meter-Hale-Reflektor auf dem Mount Palomar. 

(Vgl° den popul~ren Aufsatz [56] von R. Giacenni.) 

2. Intermezzo: Zur Mechanik in Bin~rsystemen 

Da, wie wir sehen werden, nicht nur die R~ntgenpulsare, sondern auch 

die Burster und die R~ntgenquelle Cyg X-1 ihren Sitz in engen Doppel- 

sternsystemen haben, muss ich einige Vorbemerkungen mechanischer Natur 

einschieben. 

Oie beiden Komponenten des Bin~rsystems m~gen sich, der Einfachheit 

halber, um einander in Kreisbahnen bewegen. Die Bahnperiode P und 

die Winkelgeschwindigkeit .~ sind durch das 3. Keplersche Gesetz ge- 

geben: 

(I) 

wobei R den Abstand zwischen den Schwerpunkten der beiden Sterne mit 

Massen M 1 und M 2 bezeichnet. Wir betrachten zun~chst ein einzelnes 

Gasteilchen im Feld der beiden Massen (restringiertes 3-K~rperproblem). 

Seine Bewegung beschreibt man am Zweckm~ssigsten im mitrotierenden 
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System: 

(2) 

Darin ist v die Geschwindigkeit und ~ ist die Summa von Newtonschem- 

und Gravitationepotentia l: 

Die G l e i c h g e w i c h t s l a g e n  im m i t r o t i e r e n d e n  System s ind  deshalb gerade 

die kritischen Punkte yon @ . Davon gibt es f~nf (Lagrange), wobei 

drei kollinear mit M 1 und M 2 sind und zwei, bei geeigneter Wahl 

der Masst~be, ~quilateral liegen. Die drei kollinearen Gleichgewichts- 

lagen sind Oberdies hyperbolisch und also unstabil. (Bei genOgend klei- 

nem Maseenverh~ltnis k~nnen die ~quilateralen Gleichgewichtslagen sta- 

bil werden.) 

Durch skalare Multiplikation von (2) mit v_ findet man dae 3acobi- 

Integral: 

Bei der Bewegung des Teilchens kann @ offeneichtlich nicht Ober den 

Wart dieses Integrals anwachsen. Deshalb ist die Struktur der Aequi- 

potentialfl~chen von @ eehr wichtig. Diese, sowie die 5 Gleichge- 

wichtslagen, s ind in Fig. i gezeigt. Besonders wichtig ist die Aequi- 

potentialfl~che durch den inneren Lagrangepunkt L 1 (kritieche Roche- 

Grenze)o Innerhalb dieser kritischen Fl~che eind die Aequipotential- 

fl~chen, welche die beiden Maseenzentren umschliaeeen, disjunkt; aue- 

eerhalb let dies aber nicht mehr der Fall. Die kritieche Roche-Grenze 

bagrenzt also das Maximalvolumen (Roche-Volumen) eines Sterne. Warm 

dieeee Oberschritten wird, so flieesen Teile der HBlle auf den andern 

Stern Ober. 

FOr ein Gas lautet die Navier-Stokes Gleichung im mitrotierenden System 

webei D tv  d ie  hydrodynamieche A b l e i t u n g  des G e s c h w i n d i g k e i t e f e l d e e  

b e z e i c h n e t .  In  e i n a r  s t a t i o n ~ r e n  S i t u a t i o n  ( v  = 0 im m i t r o t i e r e n d a n  

System) e r h ~ l t  man erwartungegem~es 
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Fig. l° Niveaulinien in der Bahnebene, Gleichgewichtslagen und 

Roche-Grenze dee restringierten 3-K~rperproblems° 

Deshalb eind die Fl~chen gleichen Druckes, insbeeondere die Sternober- 

fl~che, Aequipotentialfl~chen von @ . 

Man stelle sich nun eine Situation vor, in welcher der massereichere 

Stern in einem engen Doppelsystem w~hrend einer Evolutionsphase (Rie- 

senetadium) die Roche-Grenze ausf~llt. Wenn dies passiert, wird Materie 

durch den inneren Lagrange-Punkt in das Roche-Volumen des Partners 

Oberfliesseno Dieser Mechanismus wird im folgenden eine wichtige Rolle 

epielen. 
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3. RSntgenpulsare 

Wit kennen heute etwa fSnfzig kompakte galaktische RSntgenquellen mit 

LX ~ lO 34 erg/s, welche auch optisch identifiziert sind. Etwa zwanzig 

dieser Quellen sind RSntgenpulsare und zweifelsfrei als Ooppelstern- 

systeme identifiziert worden, wobei der Begleiter fast immer ein heller 

O- oder B-Stern ist, der etwa die zehn- bis zwanzigfache Masse der Son- 

ne hat. Her X-1 f~llt in dieser Beziehung aus dem Rahmen; die Masse des 

optischen Begleiters betr~gt nur etwa 2 M8 . 

Die qualitative Interpretation der RSntgenpulsare dSrfte feststehen. 

Der 8egleiter des normalen Sternes ist ein Neutronenstern und dieser 

saugt ~berstr~mendes Gas an. Da sich beide Sterne echnell umeinander 

bewegen, sammelt sich die Materie in einer ebenfalls rotierenden Akkre- 

tionsscheibe *) an. Durch viskose Dissipation wird sie erhitzt und 

f~llt schliesslich in Spiralbahnen auf die Oberfl~che des Neutronen- 

sterns, wobei etwa lO % der Ruheenergie freigesetzt warden. Nun wird 

ein Neutronenetern h~ufig ein sehr starkes Magnetfeld B ~lO 12 G be- 

sitzen, da bei der Bildung eines Neutronensterns durch core-Kollaps 

der magnetische Fluss der sehr gut leitenden Sternmaterie erhalten 

bleibt; man erh~lt deshalb Verst~rkungsfaktoren for B vonder Gr~ssen- 

ordnung lO lO . Ein so starkes Feld leitet das Plasma zu den magnetischen 

Polen ab, wo durch die herunterstSrzende Materie zwei "heisse Flecken" 

von intensiver RSntgenstrahlung entetehen. Die Dipolachse des Feldes 

wird im allgemeinen nicht mit der Rotationsachse zueammenfallen und 

deshalb rotieren die heissen Flecken mit dem Stern. Damit drehen sich 

auch die beiden von ihnen ausgehenden RSntgenlichtkegelj~hnlich wie der 

Lichtstrahl eines Leuchtturmes, und wenn diese die Richtung nach der 

Erde Oberstreichen, erscheint uns der Stern ale RSntgenpulsar **). In 

vielen F~llen wird die RSntgenstrahlung vom optischen Begleiter mit der 

Umlaufszeit des Systems periodisch verdunkelt. 

Diase Interpretation wird stark gestStzt durch die Beobachtung [57] 

*) aocrescere: mehr und mehr anwachsen. 

**)siehe n~chste Seite. 
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einer Spektrallinie im R6ntgenspektrum von Her X-1 bei 58 keV (vgl. 

Fig. 2). Sehrwahrscheinlich entspricht diese dem Uebergang zwischen 

dem ersten angeregten Landau-Niveau und dem Grundzustand (Zyklotron- 

Obergang). Wenn diese Interpretation zutrifft, muss die Feldst~rke von 

Her X-1 etwa 5 × i012 G betragen. Leider ist es bis jetzt nicht ge- 

lungen, entsprechende Linien for andere Systeme nachzuweisen. 

Die beobachteten RUntgenluminosit~ten sind LX__~ lO 36- lO 38 erg/s . 

FOr eine thermische St~ahlung dieser Gr6sse aus so kleinen Oimensionen 

muss die Temperatur etwa (1-3) x lO 7 K sein, d.h. die R~ntgenstrahlen 

mOssen, wie beobachtet, in das keV-Gebiet fallen. 

Der Materiefluss, der n6tig ist, um die beobachtete R6ntgenluminosit~t 

auszul6sen, kann in engen bin~ren Systemen leicht aufrechterhalten wer- 

den. M6gliche Mechanismen sind: 

(i) Sternwind. Winde von O- oder B-Sternen haben eine St~rke yon 

etwa lO -6 M~/Jahr und dies kann leicht zu einer Akkretionsrate von 

lO-gM@/Jahr auf den kompakten Begleiter fOhren. Da etwa lO % der Ruhe- 

energie in Strahlung verwandelt werden kann, reicht dies for die beo- 

bachtete R6ntgenluminosit~t aus. 

**) Die Ausdehnung der Magnetosphere kann wie folgt abgesch~tzt werden. 

Beim Alfv~n-Radius r A ist der magnetische Oruck B2/8~ vergleichbar 

zur Materie-Impulsflussdichte ~v~ , wobei vf die freie Fallgeschwin- 

digkeit ist. Aus 

erh~lt man for eine typische Akkretionsrate M = lO 17 g/s , sowie 

M = 1 M@ und eine Polst~rke Bp = 5xlO 12 G einen Alfv~n-Radius 

rA~_ lO0 R_~lO 8 cm . 

Da die Integralkurven eines Dipolfeldee die Gleichung ~ sin2~ = eonst. 

erfOllen, erwartet man for die Fl~che der strahlenden Polkappe 

d.h. 
i" 
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Fig. 2. RBntgenspektrum von Her X-1 [~?] • 

(ii) Ueberstr~mung aus dem Roche-Volumen. Oer massive normale Be- 

gleiter kann sich als roter oder blauer Superriese ~ber die kritische 

Roche-Grenze aufbl~hen. Dabei wird ein beachtlicher Massentransfer von 

(lO -6- lO -3) MB/Jahr stattfinden. Oa aber Kolonnendichten gr~sser als 

1 g/cm 2 for keV-R~ntgenstrahlung undurchsichtig sind, l~scht dieser 
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Roche-Ueberfluss mSglicherweise die R~ntgenquelle aus. 

(iii I R~ntqenerhitzun~. Ein Massentransfer kann auch dadurch indu- 

ziert werden, dass die RUntgenstrahlung die ~usseren Schichten des op- 

tischen Begleiters erhitzto Ein solcher, sich selbst aufrechterhalten- 

der Mechanismus ist vielleicht in der Quelle Her X-1 am Werk. 

Die Einzelheiten der Akkretion, die Umwandlung der potentiellen Ener- 

gie in Strahlung, sowie deren Transport durch das Uber den heissen 

Flecken liegende Plasma sind sehr komplizierte Probleme, die noch lan- 

ge nicht befriedigend gel~st sindo Wir begnUgen uns hier mit einem Hin- 

weis auf den Uebersichtsartikel [58]. 

FOr fOnf R~ntgenpulsare ist es gelungen, die Masse des Neutronensterns 

ungef~hr zu bestimmeno Obschon die Fehler recht gross sind, l~sst sich 

doch sagen, dass diese zwischen 1-2 M 8 liegen und in keinem Fall 

2.5 M@ Oberschreiten [59]. Auf die Methode der Massenbestimmung werde 

ich im Zusammenhang mit Cyg X-1 noch eingehen. 

FOr den schon mehrfach erw~hnten bin~ren Radiopulsar PSR 1913+16 kennen 

wir die Masse sehr genau. Dies wurde deshalb m~glich, weil es Taylor 

und Mitarbeitern gelungen ist [29], mit sehr pr~ziser Vermessung der 

Ankunftszeiten der Radiopulse ~ber Jahre hinweg, auch post-Keplersche 

Parameter des Systems (wie die Periheldrehung und die gravitative und 

transversale Dopplerverschiebung) zu bestimmen. FUr beide Partner des 

Systems ergibt sich eine Masse in der N~he von 1.4 M 9 . (Vermutlich ist 

auch der Begleiter des Pulsars ein Neutronenstern.) Ich erinnere daran, 

dass dies auch die Masse des Fe-Ni-cores ist, der sich im pr~eupernoven 

Stadium eines massereichen Sternes bildet. 

4. Burster 

Die in Abschnitt 1 erw~hnten Burster stellen eine ganz andere Klasse 

von R~ntgenquellen daro Wir werden unten einige Hauptgr~nde anfOhren, 

welche die folgende Interpretation dieser Objekte sehr stark stOtzen. 

(FOr Einzelheiten verweise ich auf den Uebersichtsartikel [60].) 

Wieder handelt es sich um sehr enge bin~re Systeme mit einem Neutronen- 

stern a!s Partner. Diesmal ist abet der optische Begleiter ein masse- 

armer Stern von vielleicht (0.5-1.0) M@ . Wenn dieser ein roter Riese 

wird und sein kritisches Volumen ausfOllt, str~mt Gas auf den Neutro- 

nenstern Ober und bildet wieder eine Akkretionsscheibeo Das kritische 
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Volumen ist tats~chlich nicht sehr gross (und kann deshalb vom masse- 

armen Stern erreicht werden), da die Bahnperioden, in den F~llen wo man 

diese bestimmen konnte, (mit Ausnahmen) nur einige Stunden betragen. 

Die optische Strahlung des Systems stammt zum Oberwiegenden Teil aus 

der Akkretionsscheibe, denn man konnte nur in einigen F~llen im r~nt- 

genruhigen Stadium (neben den Emissionslinien) auch Absorptionslinien 

linden. Dies zeugt vonder niedrigen Leuchtkraft des optischen Partners. 

In diesem Zusammenhang ist auch die bereits erw~hnte Tatsache wichtig, 

dass die RUntgenquellen, die nicht pulsieren und keine Verfinsterungen 

zeigen, meist im galaktischen Zentrum und in Kugelhaufen, d.h. in al- 

ten Sternpopulationen, zu linden sind. Deshalb wSrde man erwarten, dass 

das Magnetfeld des Neutronensterns teilweise zerfallen ist *), ~ oder 

dass die Dipolachse mitder Rotationsachse zusammenf~llt. Dies passt 

umgekehrt dazu, dass diese R~ntgenquellen nicht pulsieren. Die herun- 

terstOrzende Materie wird sich mehr oder weniger auf die ganze Ober- 

fl~che des Neutronensterns verteilen und die freiwerdende Gravitations- 

energie wird in Form einer ungef~hr konstanten RSntgenstrahlung wieder 

abgegeben. Diese wird vom optischEn Partner, im Einklang mit den Beo- 

bachtungen, nicht verfinstert, weil die Scheibe for RSntgenstrahlung 

optisch dick ist und der kleine optische Stern deshalb im RSntgenschat- 

ten untertaucht. 

Da die angeh~ufte Materie haupts~chlich aus H und He besteht, kSn- 

nen unkontrollierte Kernfusionsprozesse gezOndet werden. Tats~chlich 

steht ziemlich lest, dass die R~ntgenausbrSche der Burster Ober dem 

konstanten Hintergrund (mit einer Ausnahme) auf thermonukleare Explo- 

sionen zurOckzufOhren sind. Ich will dies noch etwas n~her erkl~ren. 

Unterhalb einer etwa I m dicken Schicht des angeh~uften Wasserstoffs 

ist die Dichte bereits auf ~ lO 4-6 g/cm 3 angestiegen (best~tige dies 

*) In der magnetohydrodynamischen N~herung ist die charakteristische 

Dissipationszeit eines Magnetfeldes ~I~.~ ~ • Setzt man hier typi- 

sche Werte fBr die Leitf~higkeit ~ sin (vgl. [61]), so srh~lt man 

zwar astronomisch lange Zeiten, abet fur ganz alte Neutronensterne 

dOrfte das Feld schon teilweise zerfallen sein. 
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dutch eine Absch~tzung)o Wenn nun der core des Neutronensterns genOgend 

heiss ist (~einige 108K), so wird in einem Meter Tiefe der Wasser- 

stoff bereits zu brennen beginnen° Deshalb entwickelt sich darunter, 

wie detaillierte Rechnungen zeigen, eine etwa gleich dicke Heliumschicht. 

Waiter unten ist auch Helium nicht mehr stabil bezOglich Fusion in Koh- 

lenstoff. Deshalb brennen zumindest zwei donne Schalen (vgl. Fig. 3). 

Oiese sind, wie Schwarzschild und H~rm in einem anderen Zusammenhang 

entdeckt haben, thermonuklear instabil. Die Existenz und die St~rke die 

ser Instabilit~t sind eine direkte Folge der sehr starken Temperatur- 

abh~ngigkeit der thermonuklearen Reaktionsraten. In der vorliegenden 

lm~ C (?) ~ / ~ 0 6 - : e  g/c m 3 

Fig. 3. Aeusserste H~lle des akkretierenden Neutronensterns. 

Situation wird dies noch durch die teilweise Entartung dee brennenden 

Materials verst~rkt, da der Druck nicht so stark auf die ansteigende 

Temperatur reagiert. 

Die p-p Kette ist nicht gen~gend temperaturempfindlich, um ein thermi- 

sches Weglaufen der waseerstoffbrennenden Schicht auszul6sen. Der CNO- 

Zyklus w~re zwar dazu genOgend temperaturabh~ngig, abet dieser satu- 

riert bei hohen Reaktionsgeschwindigkeiten auf Grund der relativ langen 

Lebensdauern (~ lO 2 s) der B-instabilen Kerne 13N, 140, 150 und 17F, 

welehe am Zyklus beteiligt sind. 

Hingegen ist die He-brennende Schale for einen weiten Bereieh von Be- 
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dingungen instabil. Dies wird durch detaillierte Rechnungen best~tigt. 

Wenn sich etwa lO 21 g Materie auf der Oberfl~che angesammelt haben, 

entsteht ein Heliumblitz, bei dem praktisch alles brennbare Material 

aufgebraucht wird. Die meiste Energie wird dabei zur Photosphere trans- 

portiert und in einem R~ntgenausbruch abgestrahlt. Die berechneten Ei- 

genschaften dieser R~ntgenschauer (Anstiegszeit, maximale Luminosit~t, 

Abklingzeit, etc.) gleichen den beobachteten recht gut [60]. FQr eine 

typische Akkretionsrate von lO 17 g/s betragen die Zeitabst~nde zwi- 

schen den Ausbr~chen etwa 3 Stunden. 

Weitere Beobachtungen st~tzen die Richtigkeit des diskutierten Modells. 

Bei der AbkBhlphase eines Ausbruchs ist das Spektrum praktisch schwarz. 

Deshalb l~sst sich aus der Luminosit~t und dem ungef~hren Abstand der 

R~ntgenquelle die emittierende Oberfl~che bestimmen. Man erh~lt in al- 

len F~llen [52] Radien um zehn Kilometer. 

Es ist zudem gelungen nachzuweisen, dass fast gleichzeitig mit einem 

R~ntgenblitz auch ein Ausbruch im optischen Bereich erfolgt. Das Maxi- 

mum des letzteren erscheint abet um einige Sekunden verz~gert. Oie In- 

terpretation liegt auf der Hand: Der R~ntgenblitz erhitzt die Akkre- 

tionsscheibe und deshalb entsteht dort ein verz~gertes optisches "Echo". 

Schliesslich mOssen wir noch auf eine, bis jetzt einzigartige R~ntgen- 

quelle hinweisen, n~mlich den schnellen Burster MXB 1730-335. Dieser 

zeigt in seinen aktiven Perioden (welohe sechs Monate euseinanderlie- 

gen) alle 3-4 Stunden R~ntgenausbrSche der bereits beschriebenen und 

gedeuteten Art. Als Besonderheit emittiert er aber zus~tzlich in schnel- 

ler Folge eine zweite Art von R~ntgenblitzen, oft mehrere Tausend in 

einem Tag. Man vermutet, dass diese auf gewiese Instabilit~ten im Ak- 

kretionsfluss zur~ckzuf~hren sind, aber wirklich verstanden ist dieses 

"Garbenfeuer" nicht. 

5. Cygnus X-l, ein schwarzes Loch ? 

Cyg X-1 ist ebenfalls ein R~ntgendoppelstern. Wir diskutieren im folgen- 

den die GrBnde, die dafOr sprechen, dass in dieser kompakten RSntgen- 

quelle vermutlich ein schwarzes Loch sitzt. 

Zun~chst stelle ich das System kurz vor. Wie schon erw~hnt, handelt es 

sich wieder um ein spektroskopisches bin~res System. Der optische Be- 

gleiter ist ein blauer Superriese der 9. Gr~ssenklasse (V = 8.87, 

B-V = 0.81, U-B = - 0.30) und tr~gt die Bezeiohnung H0-226858. Oie 
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Bahnperiode betr~gt 5.6 Tage und die R~ntgenluminosit~t L X ist etwa 

lO 4 L@ . *) Die RBntgenquellefluktuiert chaotisch auf allen Zeitska- 

len zwischen 20 Sekunden und den kUrzesten gegenw~rtig auflBsbaren Zei- 

ten von etwa lO -2 s . Es zeigen sich keine Periodizit~ten und es konn- 

te auch keine eindeutige R~ntgenverdunkelung beobachtet warden. Er- 

w~hnt sei auch noch, dass das R~ntgenspektrum ungew~hnlich hart ist 

(entsprechend airier Temperatur von 3 x 108K) . 

All dies spricht nicht sonderlich fur Akkretion auf einen Neutronen- 

stern. Das entscheidende Argument dagegen beruht aber auf der grossen 

Masse~ welche man for das kompakte Objekt aus den Beobachtungen ent- 

nimmt. Darauf m~ssen wir jetzt n~her eingehen. 

Zun~chst muss ich ein paar weitere mechanische Tatbest~nde besprechen. 

Mit den Bezeichnungen in Fig. 4 definiert man die 

0 

' ~  4 ~ ' ~ ' ~  ~- E rde 

Bahneb~ne ~- 

Fig. 4. Inklinationswinkel i o 

sag. Massenfunktion des Systems durch 

('7) 

*) Wir vergleichan dies mit der Eddington-Granze, bei welcher die Im- 
puls~bertragsrate der Strahlung auf das Gas gerade gleich der Gravita- 
tionsanxiehung wird. Mit offensichtlichen Bezeichnungen gilt also 

d . h °  

L m.a,,t _ r ~  

4TC=,~u~,c = 4 . '~x tt) M 
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Diese G1. kann man auch so schreiben 

(~) 

wobei q = Mopt/M X (Mx: Masse des R~ntgensterns) und 

F X = F(Mx, Mopt,i) sind. 

Aus dam 3. Keplerschen Gesetz erh~lt man sofort 

.~ 
(9) 

(al,a 2 bezeichnen die grossen Halbachsen der beiden Bahnen.) 8erechnet 

man nun die Geschwindigkeit von M 2 in der Beobachtungsrichtung, so 

findet man for die halbe Summe der Betr~ge , v 2 ,von Maximum und Mi- 

nimum 

_ z~r a~.%Q~ (lo) 

we e die Exzentrizit~t isto In (9) eingesetzt gibt dies 

(ll) 

Bis auf die Exzentrizit~t enth~lt die rechte Seite nur direkt beobacht- 

bare Gr~ssen° FOr v 2 beobachtet man 71 km/s . Zur Bestimmung von e 

ben~tigt man den genauen Verlauf der Geschwindigkeitskurve. Die Kompo- 

nente in der Beobachtungsrichtung ist 

(v: wahre Anomalie, m : Argument des Perizentrums). Aus einem Fit an 

die Beobaehtungen erh~lt man for Cyg X-1 den kleinen Wart e~___O.06 

und damit aus (ll) 

(13) 

Mit diesem Wart der Massenfunktion kUnnten wir aus (8) leicht eine un- 

tere Schranke fur M X erhalten, wenn Mop t bekannt w~re. Bei Doppel- 

sternen ist es aber gef~hrlich, aus dam Spektraltyp auf die Masse zu 
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schliessen. Aus der Tatsache, dass es keine R~ntgenverdunkelung gibt, 

k~nnen wir jedoch eine (konservative) untere Schranke bekommen, ohne 

irgendwelche Annahmen ~ber den optischen Stern zu machen. (Das folgende 
/ 

Argument geht auf Paczynski zurOck.) Aus geemetrischen GrUnden muss fur 

den Radius R 2 des optischen Sterns gelten: R 2 ~ a cos i , a=al+a 2 . 

Mit Hilfe ven (lO) kann man diese Ungleichung auch so schreiben: 

wobei 

X" -- R~. 
1 > . ~J-~. 

ist. Nun notieren wir zun~chst, dass nach Stephan-8oltzmann gilt 

(D: Distanz der Quelle) : 

Mit den beobachteten Werten erh~lt man daraus 

( is )  

und somit 

(16) 

Die Ungleichung (14) ist ~quivalent zu 

Setzen wir dies in (8) ein, so ergibt sich 

Oas Minimum der rechten Seite bez~glich q findet man fur 

und deshalb ist mit (16) 

(17) 

(18) 
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Durch Bestimmung der interstellaren RUtung fur Sterne in Richtung von 

HD-226868, als Funktion des Abstandes, konnte man den Abstand von 

Cyg X-1 ungef~hr bestimmen, mit dem Resultat D~ (2-3) kpc . Auf die- 

se Weise erh~lt man die ziemlich zuverl~ssige untere Schranke MX~5 M~. 

Genauere Bestimmungen benutzen auch die beobachteten optischen Licht- 

variationen. Dies ist eine komplizierte Angelegenheit und ich muss auf 

die Spezialliteratur verweisen. (Diese finder man in [5g] zitiert.) Es 

muss aber betont werden, dass ziemlich grosse Unsicherheiten in die Mas- 

senbestimmung eingehen. Als Beispiel sei erw~hnt, dass die optische Ge- 

schwindigkeitskurve, welche aus den Absorptionslinien bestimmt wird, 

in verschiedener Weiss gest~rt wird. Dazu geh~ren die R~ntgenerhitzung 

der Photosphere des optischen Partners, Gezeitendeformationen der Ober- 

fl~che dieses Sternes~ sowie Emission und Absorption durch str~mende 

Gase zwischen den beiden Sternen. Hinzu kommen erratische Variationen 

unbekannten Ursprungs. 

In [59] wird das folgende Resultat angegeben 

X = 

Wenn dies zutrifft, so kann nach ~ VI°6 das kompakte Dbjekt in Cyg 

X-1 kein Neutronenstern sein. 

Zusammenfasssnd l~est sich sagen, dass die Masse M X sehrwahrschein- 

lich for einen Neutronenstern zu gross ist, aber gewisse Zweifel sind 

nach wie vor angebracht. 

Zwei weitere Quellen, n~mlich SML X-1 und Cir X-l, werden ebenfalls ver- 

d§chtigt, schwarze L~cher zu enthalten. FOr diese ist aber die Evidenz 

nicht so gut wie for Cyg X-1. 

6. Evolution von bin~ren Systemen 

Wir wollen uns zum Schluss noch ein grobes Bild der evolutiven Vorg~nge 

machen, welohe zu einer bin~ren R~ntgenquelle fOhren k6nnten [63] . 

Wir beginnen mit einem normalen engen Doppelsternsystem von zwei Ster- 

hen auf der oberen Hauptreihe, deren Massen 20 M B , bzw. 8 M8 betragen 

sollen. Oie Bahnperiode sei 4.5 Tage. 

Nach ungef~hr 6 Mill. 3ahren hat der massivere der beiden den Wasser- 

stoff im Inneren verbrannt. (Massive Sterne leben intensiver, dafOr 

aber weniger lang.) Der core zieht sich nun zusammen und der Wasserstoff 
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brennt in einer Schale weiter. Dabei bl~ht sich die H~lle enorm auf. 

Als Einzelstern wQrde er sin roter Riese, aber im engen Doppelstern- 

system beginnt die HOlle die kritische Roche-Grenze zu ~berfliessen. 

In einem kurzen Intervall von etwa 30'000 Jahren str~mt praktisch die 

ganze WasserstoffhUlle auf den leichteren Stern Ober und es bleibt sin 

Heliums~rn von ungef~hr 5 M@ Obrig. Der ursprOnglich masse~rmere Stern 

ist jetzt sin sehr massereicher Hauptreihenstern von 23 M@ geworden. 

Auf Grund der Drehimpulserhaltung hat sich nach diesem Austausch die 

Bahnperiode auf ll Tags verl~ngert. 

Die weitere Evolution des Helium-Sterns erfolgt relativ rasch. Nach 

vielleicht einer halben Million ~ahren wird der core instabil und kol- 

labiert, w~hrend ein Teil der H~lle m~glicherweise als Supernova explo- 

bleibt ein Neutronenstern ~Radiopulsar~oder ein schwarzes diert° ZurOck 

Loch. 

Zu diesem Zeitpunkt hat sich der Partner noch nicht sehr weit entwickelt° 

Schliesslich wird aber auch er die Hauptreihe verlassen und nach etwa 

vier Mill. Jahren sin blauer Superriese mit einem starken Sternenwind 

werden. Akkretion sines Tsils dieser Materie durch den kompakten Beglei- 

ter verwandelt diesen in sine starke R~ntgenquelle. Dieses Stadium dau- 

ert nur etwa 40'000 Jahre° Danach Oberfliesst der Superriese die Roche- 

Grenze und dadurch wird m~glicherweise die R~ntgenquelle ausgel~scht. 

Der kompakte Stern kann nur einen kleinen Bruchteil des Oberstr~menden 

Gases aufnehmen. Der Rest der Materie geht dem System verloreno So 

bleibt schliesslich sin Doppelsternsystem, bestehsnd aus einem Neutro- 

nenstern und einem Heliumstern von ~ 6 M@ , mit einer Periode 

P~ 0.2 Tags. 

Schliesslich wird auch dieser Heliumstern instabil° Ist damit sine star- 

ke Explosion verbunden~ so wird vermutlich das System auseinandergeris- 

sen. Aber vielleicht ist es nicht unm~glich, dass das bin~re System 

8berlebt. Jedenfalls besteht der bin~re Pulsar, wie schon erw~hnt, ver- 

mutlich aus zwei Neutronensternen, welche ein sehr enges Doppelsystem 

bilden. 

Die Erscheinungen in Doppelsternsystemen sind ausserordentlich mannig- 

faltigo Auch die gewUhnlichen Nova-AusbrOche spielen sich in solchen 

ab° Bei diesen ist der kompakte Partner aber ein weisser Zwerg, und das 

Nova-Ph~nomen beruht auf einer (meist wiederkehrenden) Wasserstoff-Ex- 

plosion der akkretierten Materie. M~glicherweise spielen sich auch ge- 

wisse Typ I - Supernova-Explosionen in Doppelsternsystemen ab, bei de- 

nen wieder ein Mitglied sin weisser Zwerg ist. Oas bizarre Objekt 
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SS 433 zeigt erneut, dass uns die Phantasie fehlt, die in der Natur 

vorkommenden Ph~nomene vorauszusehen. 

Die zu kurz geratenen Ausf~hrungen dieses letzten Kapitels dOrften 

trotzdem deutlich gemacht haben, dass sich die Astronomie mitten in 

einer unglaublich fruchtbaren Periode befindet. Wir werden in den kom- 

menden 3ahren zweifellos noch manche Ueberraschung erleben. 
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